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PRESENTATION ET OBJECTIFS

Pour ce qui concerne les mathématiques, aucun changement de programme, que ce soit au collège ou au lycée n’est en vue. Rappelons que les nouveaux programmes de lycées sont entrés en application en classe terminale en septembre 2002 et que la commission Bach dite de relecture des programmes de collège n’apportera vraisemblablement aucune modification significative dans les programmes du collège. Il se pose, bien entendu, dans ces conditions, la question de l’enseignement du programme de quatrième dans un horaire de 3 heures et demi, conséquence attendue de l’introduction des itinéraires de découverte en classe de quatrième. Les réflexions conduites l’an passé dans le cadre du collège sont évidemment d’actualité et notamment :

· la nécessité d’assurer un enseignement cohérent et non morcelé à tous les niveaux,

· l’introduction précoce, dès la classe de sixième, du raisonnement déductif et de la démonstration, non pas en installant des procédures lourdes et stéréotypées mais en ayant en permanence le souci de faire sentir aux élèves que les mathématiques n’ont de consistance qu’à travers la démonstration.

Cette absence de modification des programmes nous donne un peu de temps, le recul aidant, pour réfléchir sur l’enseignement des mathématiques et pour la première fois de manière conjointe entre professeurs de collège et de lycée. J’ai donc souhaité organiser ces réunions en sollicitant les Principaux et les Proviseurs pour qu’ils désignent des professeurs de troisième et de seconde appelés à travailler ensemble sur des problèmes repérés pour leur intérêt dans le cadre de la liaison.

Chacune des douze réunions dont le calendrier est précisé dans la suite, et qui ont concerné 404 professeurs dans l’Académie, s’est déroulée en cinq parties :

· Quelques informations pour l’essentiel déjà données dans la lettre de rentrée.

· Quelques réflexions pédagogiques générales et concernant la liaison 3e – 2e.
· Deux développements plus détaillés au sujet des fonctions et de la géométrie.

· Un moment de dialogue.

· Un moment de travail en petits groupes sur des sujets ou des ébauches de sujets.

Daniel DETILLEUX 

IA IPR de Mathématiques
Journées de novembre 2003

	Lieux
	Dates
	Nombre de participants

	Lycée Bonaparte 
	AUTUN
	Mercredi 5 novembre
	38

	Lycée Charles de Gaulle 
	DIJON
	Vendredi 7 novembre
	34

	Lycée Julien Wittmer
	CHAROLLES
	Jeudi 13 novembre
	32

	Lycée Alain Colas
	NEVERS
	Vendredi 14 novembre
	35

	Collège Félix Tisserand
	NUITS SAINT GEORGES
	Lundi 17 novembre
	31

	Lycée Romain Rolland
	CLAMECY
	Mercredi 19 novembre
	32

	Lycée Gabriel Voisin
	TOURNUS
	Jeudi 20 novembre
	36

	Collège Denfert Rochereau
	AUXERRE
	Lundi 24 novembre
	35

	Collège Marcelle Pardé
	DIJON
	Mercredi 26 novembre
	37

	Lycée Désiré Nisard
	CHATILLON
	Vendredi 28 novembre
	24

	Lycée Matthias
	CHALON
	Mardi 2 décembre
	36

	Lycée Janot
	SENS
	Mercredi 3 décembre
	34


INFORMATIONS DIVERSES


Ces réunions de novembre, désormais traditionnelles, sont l’occasion de faire un tour d’horizon des éléments importants qui ont marqué l’enseignement des mathématiques au cours de l’année passée et d’en faire une analyse prospective. Ces éléments peuvent être le fait d’observations effectuées au cours des visites d’inspection ou relever de dispositifs académiques ou nationaux comme les textes officiels ou les examens. Etudier ces faits avec un certain recul permet d’en éliminer le caractère parfois passionnel et d’en conserver l’essentiel quant aux implications pédagogiques.

I) Les maths en filière littéraire.

1- L’enseignement de spécialité.

Depuis cette année, un enseignement de spécialité mathématique en série L est recréé en première, il se poursuivra en classe de terminale à partir de septembre 2004. La durée hebdomadaire est de 3 heures. Le programme spécifique qui avait été conçu l’an passé ayant été refusé par le CSE, c’est le programme de l’option qui est mis en oeuvre. Ce programme intéressant met notamment l’accent sur la géométrie dans l’espace et la perspective cavalière ou à point de fuite, il insiste aussi sur les constructions géométriques à la règle et au compas. De nombreuses idées sur ce sujet figurent dans la brochure « La nouvelle seconde » éditée en mars 2000.

2- L’épreuve anticipée maths-info.

Cette épreuve a été organisée en juin dernier pour la troisième fois. Il semble qu’on se dirige vers un certain équilibre quant à la nature du sujet proposé.

· Lors de la première session, le sujet avait été jugé intéressant et par certains un peu long (du point de vue de l’énoncé), la moyenne académique avait été alors de 9,53 avec un écart-type très réduit.

· La seconde session avait été décevante. Le sujet, trop facile, n’avait pas permis aux élèves travailleurs et sérieux d’être valorisés et laissait penser qu’il était suffisant en quelque sorte de vivre sur ses acquis de collège ou de seconde pour réussir. Une note avait été communiquée à l’Inspection générale, cette note disait entre autres choses : « Il serait souhaitable de revenir à l’état d’esprit des épreuves de l’an dernier qui avaient globalement donné satisfaction. La simplicité du sujet risque d’être très démobilisatrice pour l’année à venir et nuire à la crédibilité et à la consistance de l’enseignement dispensé en 1ère L. La hausse très importante de la moyenne des résultats obtenus est néfaste pour les mêmes raisons. Dans l’Académie de DIJON, cette moyenne est passée de 9,53 en 2001 à 13,28 en 2002 ».

· Le sujet 2003 fut en effet plus consistant, mais l’effet « 2002 » a malheureusement eu lieu et l’on a noté pour la première fois une très grande hétérogénéité des résultats selon les classes. Visiblement un certain nombre de classes de 1e L n’ont pas travaillé les mathématiques et les résultats en ont pâti. La moyenne académique est revenue à 9,8 avec un écart type beaucoup plus important (de l’ordre de 4,5).

En termes de liaison, le programme de l’enseignement maths-info de 1e L s’appuie notamment sur des éléments de statistiques étudiés principalement au collège et repris en classe de seconde. Ce qui vient d’être dit est donc important dans le cadre de l’information des élèves de seconde ou de troisième qui veulent s’orienter vers des filières littéraires. La facette « info » qui privilégie l’usage des tableurs est une incitation à utiliser ces outils dans le cadre de l’enseignement des mathématiques en classe de troisième et en classe de seconde notamment dans la partie statistiques mais aussi dans les chapitres réservés aux fonctions.

II) Les baccalauréats S et ES.

On se souvient des remous et des polémiques qui ont fait suite à l’épreuve de la filière S et dans une moindre mesure à celle de la filière ES. Tout d’abord, je tiens à dire, pour avoir piloté et coordonné de très près l’ensemble des opérations de correction et d’harmonisation, que le travail a été fait dans notre Académie avec le plus grand sérieux et la plus grande rigueur et sans aucune démagogie. Les collègues correcteurs ont d’ailleurs été aussi bien en S qu’en ES en tout point disciplinés et irréprochables. Les candidats n’ont pas été pénalisés puisque les résultats de l’Académie de Dijon sont une nouvelle fois élogieux : 86,4% en S (84,7% en France) et 82,4% en ES (81,3% en France). Par ailleurs la moyenne académique en mathématiques pour les élèves qui ont choisi la spécialité est en hausse de plus d’un point par rapport à 2002 alors qu’elle est en baisse de plus d’un point pour les élèves qui n’ont pas choisi la spécialité mathématique. Le nombre de mentions et particulièrement de mentions TB est aussi en hausse ce qui témoigne de la qualité du travail effectué tout au long de l’année. Cela étant, ce qui s’est passé appelle d’autres remarques et n’est pas sans conséquences quant à l’enseignement dispensé dès le collège.

L’épreuve de cette année, aussi bien pour les élèves qui avaient choisi la spécialité « mathématiques » que pour les autres fut sûrement trop difficile, trop longue et n’a pas permis à de nombreux élèves peu sûrs d’eux et ayant besoin de jalons bien repérés, d’aborder avec quiétude l’ensemble des questions posées. D’où un désappointement compréhensible notamment chez les élèves sérieux et travailleurs qui n’ont pas retrouvé leurs « marques » et qui n’ont pas eu le sang-froid nécessaire pour aborder l’épreuve sereinement. Pourtant, la démarche qui consiste à faire en sorte que l’épreuve du baccalauréat, notamment pour des élèves de la filière S, 

· ne se limite pas à une simple redite d’exercices ou de problèmes issus des annales, abondamment répétés tout au long de l’année, 

· ne favorise pas de manière exagérée l’utilisation des calculatrices ou des formulaires,
· ne contienne pas systématiquement les réponses aux questions posées qui, de ce fait ne demanderaient qu’une simple vérification, 

valorise la recherche, l’imagination , la réflexion et la rigueur, est parfaitement légitime et va d’ailleurs dans le sens des remarques faites, ces années passées, par de nombreux professeurs.

Tout cela plaide pour une modification de l’enseignement des mathématiques au quotidien sans doute plus cohérent, moins morcelé et qui ferait une plus large place au raisonnement. C’est bien le sens de toutes les recommandations formulées depuis maintenant 7 ans. La suppression du formulaire et peut-être à terme, la limitation de l’usage de la calculatrice, va bien dans le bon sens.

III) Les Olympiades.

210 candidats s’étaient présentés au concours en 2002, 120 seulement en 2003. Les causes sont sans doute multiples, mais il faut rappeler, en parfaite cohérence avec ce qui vient d’être dit, l’importance pour des élèves de première S, de se confronter à des sujets plus ouverts qui sont d’excellentes occasions de faire preuve d’imagination et d’initiative. Une modification attendue des exercices qui composeront les futures épreuves du baccalauréat doit inciter davantage de lycéens à concourir aux Olympiades.

Dix élèves bien répartis dans l’Académie ont été récompensés l’an dernier lors d’une cérémonie au rectorat, présidée par Madame la Rectrice.

IV) Les TICE.

L’intégration dans l’enseignement des mathématiques de séquences assistées par ordinateur est vivement recommandée dans les programmes de collège et de lycée. On lit par exemple : 

« L’informatique, devenue incontournable, permet de rechercher et d’observer des lois expérimentales dans deux champs naturels d’application interne des mathématiques : les nombres et les figures du plan et de l’espace ».

« Les tableurs que l’on peut utiliser sur tous les types d’ordinateurs permettent, notamment en liaison avec l’enseignement de la technologie, d’appliquer de manière rapide à des données statistiques les traitements étudiés ».

« Un des apports majeurs de l’informatique réside aussi dans la puissance de simulation des ordinateurs »…

Lors des visites dans les établissements, deux modes d’utilisation sont observables :

· l’ordinateur est manipulé par le professeur devant sa classe,
· l’ordinateur est manipulé par les élèves en salle multimédia.

Dans les deux cas, il convient d’être extrêmement vigilant pour que les élèves perçoivent bien le statut réel de ce qu’ils observent. Il convient notamment de ne jamais assimiler une observation même très convaincante à une démonstration. Il est donc essentiel d’alterner les périodes de travail sur machine et les périodes de réflexion, de démonstration et de rédaction. C’est le sens des séquences qui sont en train d’être mises en lignes sur le serveur de l’Académie dans la rubrique « mathématiques et TICE ». Quatre professeurs ont reçu des missions pour écrire des « séquences prêtes à l’emploi » sur des sujets variés, mais qui sont toutes conçues de la même manière : expérimentation, démonstration, travail à la maison. Ces séquences sont à « géométrie variable » et pour l’instant concernent le nombre d’or sous des aspects algébriques et géométriques, la symétrie centrale, bientôt la translation. Cette année, les quatre collègues concernés préparent des séquences variées sur des thèmes de collège ou de lycée (optimisation, théorèmes de Pythagore ou de Thalès…). N’hésitez pas à utiliser ces ressources qui sont entièrement à votre disposition et qui sont téléchargeables.

Pour terminer, un mot au sujet du B2i (brevet informatique et Internet). Il s’agit pour les élèves d’acquérir, dans le cadre normal de l’enseignement des disciplines et dans la durée, des compétences bien repérées dans les quatre domaines suivants : 

· L’environnement de l’ordinateur,

· Le traitement de textes,

· Le tableur,

· La communication.

Comme dans le cas des travaux pluridisciplinaires, il est important que les professeurs de mathématiques s’impliquent dans la validation des compétences liées à ce brevet et bien entendu, le cadre privilégié est celui d’activités en salles informatiques. Des conseils en vue d’élaborer dans les collèges des dispositifs simples de validation sont régulièrement donnés lors de nos visites. Je tiens à signaler que le B2i est un excellent outil de liaison entre l’école primaire, le collège et le lycée puisque la classe de sixième permettra d’achever la validation des compétences liées au B2i niveau 1 et la classe de seconde celles du B2i niveau 2, dans le cadre de l’actuelle mise à niveau informatique. Des conseils et des recommandations sont en ligne sur le serveur dans la rubrique « travaux pluridisciplinaires en collège ».

NECESSITE ET OBJECTIFS POUR UNE LIAISON

ENTRE LE COLLEGE ET LE LYCEE 

Dans les années 80, les moins jeunes s’en souviennent sans doute, il était possible (pas forcément souhaitable) de faire table rase en début de seconde, des acquis du collège et de reconstruire en quelque sorte des mathématiques fondées sur des structures et des méthodes nouvelles, la plupart du temps très axiomatisées. Cet état de fait se retrouvait avec encore plus d’acuité à l’université et dans les classes préparatoires aux grandes écoles où il était de bon ton de proclamer la vanité des acquis antérieurs et la prééminence de ce qui sera enseigné dès lors. Ces cloisonnements ont parfois abouti à une ignorance presque totale des pratiques et des contenus de l’aval et de l’amont en dépit de quelques réunions formelles entre professeurs de lycée et de collège. L’entrée en vigueur en 1996 des nouveaux programmes de collège et en 2000 des nouveaux programmes de seconde impose, pour des raisons de cohérence et dans l’intérêt des élèves, une réflexion transversale donc une liaison entre le collège et le lycée. De la même manière, les nouveaux programmes de l’école primaire qui entrent en vigueur cette année et dont les sujets d’étude sont intimement associés à ceux de la classe de sixième réclament un travail de liaison entre les enseignants de CM2 et les professeurs de sixième. De nombreux stages sont d’ailleurs organisés dans les départements, notamment dans l’Yonne où des groupes de professeurs des écoles et de sixième travaillent ensemble depuis plusieurs années.
Il n’y a pas des mathématiques roturières et des mathématiques nobles.
Toute l’histoire plusieurs fois millénaire de notre discipline est là pour l’attester. Ce que faisaient les Grecs n’a rien à envier aux travaux de Monge, de Cauchy ou de Galois, simplement l’avancement des connaissances et l’environnement global étaient différents. Les mathématiques se sont constituées à partir des apports de milliers de chercheurs dont certains, par leur génie, ont fait progresser d’un coup des idées souvent séculaires. Pourtant, le théorème de Pythagore ou les travaux d’Archimède n’en sont pas pour autant devenus démodés. Il en est de même des mathématiques qui sont enseignées de l’école primaire à l’université, ce sont des mathématiques authentiques, chaque cycle a ses propres finalités mais prépare aussi le cycle suivant. C’est cela le travail de liaison. Il s’agit donc 

· pour les enseignants du cycle N de prendre conscience de la cohérence et de la finalité des programmes, mais aussi d’étudier dans quelle mesure ces programmes préparent ceux du cycle N+1,

· pour les enseignants du cycle N+1 de prendre conscience de la cohérence et de la finalité des programmes, mais aussi d’étudier dans quelle mesure ces programmes s’appuient et prolongent ceux du cycle N.

Pour cela un travail commun autour de thèmes et de problèmes s’impose, c’est le but essentiel de ces réunions. C’est le but que se fixent aussi quelques groupes de professeurs. Ces professeurs de collège et de lycée et parfois même d’université (Le Creusot) travaillent sur des problèmes de synthèse faisant appel à des compétences variées du collège au lycée. Des bilans précis seront tirés à partir de leurs travaux et seront diffusés auprès de tous en fin d’année scolaire.

I)  Quelques recommandations.

1- Les démonstrations.
Il n’y a pas de mathématiques sans démonstration et toutes les recommandations écrites en exergue des programmes depuis la classe de sixième et même depuis le cours moyen vont dans le sens de l’introduction précoce du raisonnement déductif et du souci de la preuve. On retrouve bien entendu ces recommandations dans les textes parus au BO du 15 octobre 1998 (programme de 3°) et du 12 août 1999 (programme de seconde). Nous y lisons respectivement :

« On veillera comme par le passé à ce que les élèves ne confondent pas conjecture et théorème ; ils seront le plus souvent possible en classe et en dehors de la classe, mis en situation d’élaborer et de rédiger des démonstrations ».

« Comme la géométrie, les activités de calcul doivent être l’occasion de développer le raisonnement et l’activité de démonstration ».

Bien entendu, il ne s’agit pas de tout démontrer et de consacrer la totalité des séances en classe à un tel exercice au détriment de la recherche de problèmes. Il faut cependant être conscient du devoir d’exemplarité du professeur en la matière. Se contenter de quelques observations sur des figures tracées à la main ou à l’aide d’un logiciel, ou de quelques cas particuliers numériques pour énoncer ensuite un résultat général n’est guère compatible avec l’exigence de justification en général demandée aux élèves dans le cadre de leurs propres travaux. S’il n’est ni possible ni même souhaitable de tout démontrer, il est impératif que les élèves connaissent parfaitement le statut des énoncés qu’ils utilisent. Le pouvoir de l’image et celui des outils de calcul est grand et est souvent amplifié par l’environnement de la vie de chaque jour. La classe de mathématiques est le lieu privilégié de l’apprentissage au doute et à la prudence qui s’impose avant d’énoncer hâtivement un résultat. Dans ce cadre, un contre-exemple, un élément d’histoire des mathématiques peut-être d’un grand secours.

L’élaboration de démonstrations peut être l’objet de travaux très variés :

· Exposé de cours dans certains cas, il est important que le professeur fasse des mathématiques devant ses élèves (algorithme de recherche du PGCD).
· Recherche partielle en amont (existence de l’orthocentre).

· Débroussaillage en classe (réciproque du théorème de Thalès).
· Rédaction à partir d’un brouillon en devoir à la maison. (irrationalité de racine de deux ou de trois).

· Preuve partielle dans une configuration simple (cas d’égalité des triangles).

2- Les cahiers des élèves.
C’est un document de référence qui ne s’identifie à aucun manuel et qui est le reflet du cours élaboré par le professeur. C’est une référence pour l’élève et pour son environnement, tant du point de vue des contenus que des méthodes de raisonnement. Il doit être conçu comme un véritable ouvrage de mathématiques, contenir les énoncés qui doivent être mémorisés et pour lesquels on prendra soin de préciser le statut (admis ou démontré), des applications directes, des démonstrations. Il est vivement conseillé que ces cahiers soient visés par le professeur afin qu’ils soient à jour et ne contiennent pas d’erreur patente. Pour ce qui concerne les cahiers d’exercices, il s’agit là de documents plus personnels. Il n’est d’ailleurs pas nécessaire que tous les exercices traités en cours ou à la maison y figurent, il est parfois préférable de privilégier l’activité de recherche à la rédaction surtout lors de calculs numériques, résolution d’équations…

3- Les devoirs.
C’est un sujet essentiel qui a beaucoup progressé depuis sept ans. Il devient rarissime de trouver des classes où pas ou peu de devoirs à la maison sont proposés aux élèves. Leur nécessité n’est plus à prouver mais rappelons toutefois deux extraits des textes cités au I) 1°).

« Pour que l’élève puisse définir son orientation, il doit avoir pris conscience de la diversité de l’activité mathématique […] il importe donc que cette diversité se retrouve dans les travaux proposés à la classe et parmi ceux- ci les travaux écrits faits à la maison restent absolument essentiels à toute progression de l’élève ».

« Les autres travaux (que les devoirs de contrôle) peuvent avoir des objectifs beaucoup plus larges et revêtir des formes diverses, permettant éventuellement la prise en compte de la diversité des projets des élèves. La régularité d’un travail extérieur à la classe est importante pour les apprentissages. En particulier, les travaux individuels de rédaction concourent efficacement à la mémorisation des savoirs… ».

Au-delà de l’existence des devoirs qu’ils soient en classe ou à la maison, et de leur nombre, il convient toujours dans un souci de cohérence et de non morcellement des apprentissages, de réfléchir à leurs contenus. La succession encore très fréquemment rencontrée chapitre, devoir sur le chapitre…est très nuisible à une vision globale des notions étudiées et altère la mémorisation de ces notions. Les effets de ces pratiques ont été largement étudiés et signalés à propos de l’évaluation de cinquième de l’an passé. Les élèves sont sollicités à propos de notions en cours d’acquisition et se mobilisent dans la perspective du devoir dont le contenu est connu presque à la virgule près, sans lien effectif avec ce qui a été fait précédemment. Le désarroi des élèves de terminale face au sujet de cette année n’est sans doute pas étranger à ces pratiques qui provoquent le morcellement d’acquis superficiels et la nécessité de révisions permanentes. D’autres voies sont pourtant possibles : désolidarisons les devoirs surveillés des chapitres en excluant systématiquement le chapitre en cours de traitement. Il suffit pour cela d’annoncer les dates de contrôle en début de trimestre et d’expliquer clairement la règle qui sera mise en pratique. Bien entendu, cela n’exclut pas quelques interrogations ponctuelles et courtes sur le cours ou des pratiques calculatoires. Pour ce qui concerne les devoirs à la maison, une de leur mission est effectivement de favoriser la mémoire en traitant des « chaînes de devoirs » sur des thèmes porteurs à l’instar de ceux qui figurent dans le programme de seconde, mais qui peuvent très bien être développés en troisième. (Transformations en troisième, statistiques en liaison avec la géométrie, fonctions et courbes représentatives, éléments d’histoire des maths par exemple la démonstration du théorème de Pythagore due à Euclide…).

II)  Le choix de la progression.

L’élaboration d’une progression, quelque soit le niveau où l’on se place, est une opération délicate de laquelle dépendent la cohérence et la pertinence de l’enseignement qui sera dispensé. La place par exemple de la géométrie dans l’espace en collège a surtout comme incidence d’offrir un champ d’action plus vaste pour les applications associées aux autres chapitres mais n’est pas nécessairement déterminante pour la cohérence de l’enseignement. Il en va autrement pour d’autres points. Je voudrais mettre l’accent sur trois illustrations qui sont au cœur de la liaison entre le collège et le lycée.

1- En classe de quatrième.

Les trois notions suivantes sont au programme : 

· Distance d’un point à une droite. (D)
· Tangente à un cercle.(T)
· Théorème de Pythagore.(P)
L’ordre dans lequel ces notions sont abordées est-il indifférent ? 

a) L’ordre (D), (T), (P).

On dispose d’une droite (d) et d’un point M du plan extérieur à (d). Des pratiques expérimentales assistées éventuellement par ordinateur permettent rapidement de se persuader qu’il existe un point H de la droite (d) tel que la distance MH soit la plus petite possible. On sera contraint à moins d’utiliser des considérations liées à la symétrie orthogonale, d’admettre que H est le projeté orthogonal de M sur (d). Dans cette succession, la question de la tangente sera résolue sans difficulté, en montrant que la droite perpendiculaire au rayon associé à un point M d’un cercle (c) ne recoupe pas le cercle. Il est toujours possible d’aborder ensuite le théorème de Pythagore avec ses pseudo preuves habituelles. Il est tout de même assez dommage de se priver d’une démarche cohérente et déductive assurée par l’ordre (P),(D),(T).

b) L’ordre (P), (D), (T).

On fait déjà la leçon sur le théorème de Pythagore mais pas sa réciproque. Rappelons au passage que le théorème de Pythagore permet de faire des calculs dans un triangle rectangle ou de prouver qu’un triangle n’est pas rectangle. Cette remarque est importante dans le cadre de la liaison puisqu’un des objectifs de la classe de seconde est le suivant : « A l’issue de la seconde, l’élève devra avoir acquis une expérience lui permettant de commencer à détacher les principes de la logique formelle de ceux de la logique du langage courant ». L’intérêt majeur d’avoir introduit préalablement le théorème de Pythagore est d’apporter la preuve que c’est bien le projeté orthogonal de M qui est le plus près de M. En outre on manipulera de surcroît des expressions numériques. La question de la tangente enfin se résout comme précédemment.

Une application en troisième en devoir à la maison. Soit (c ) un cercle de centre O et soit M un point extérieur à (c ), (MO) recoupe (c ) en A et B ; la tangente issue de M coupe le cercle en T. Montrer que MT est la moyenne géométrique de MA et de MB et que MO est la moyenne arithmétique de ces deux nombres. En déduire un ordre entre ces deux moyennes et retrouver cet ordre par le calcul.

Ce problème a des incidences plus fondamentales encore. Si l’on pose MB=1 et MA=a, il vient MT=
[image: image1.wmf]a

. On dispose ainsi d’un moyen de construire rigoureusement à la règle et au compas la racine carrée de tout nombre réel positif et donc de prouver son existence. Il est en effet essentiel dans la découverte des nombres rationnels et dans celle des racines carrées, de bien distinguer le nombre de ses valeurs numériques approchées. La confusion entre ces deux aspects très différents est une source importante de confusion chez les élèves. Les bandes parallèles constituent un excellent moyen d’introduction des fractions en classe de sixième, la figure précédente complète et généralise les approches des racines carrées fournies, pour les premières par « l’escargot de Pythagore ».
2- En classe de cinquième.

Lors des réunions de novembre 2002, nous avons beaucoup réfléchi à la progression entre symétrie centrale et parallélogramme, les détails de cette réflexion sont décrits dans la précédente brochure.
3- En classe de seconde.

Au collège, on apprend que si a<b alors a+c<b+c et que dans certains cas ac<bc. En seconde, on continue de s’interroger à propos de a2 et b2, a3 et b3 etc. Ces règles, qui semblent toutes différentes et par voie de conséquence difficiles à mémoriser sont en fait des facettes d’un même problème : « le sens de variation des fonctions ». Aborder ces questions en ordre dispersé contribue à un morcellement dommageable dans la mesure où l’élève n’a pas accès à la raison d’être profonde des résultats énoncés et n’a d’autre recours que de tout mémoriser avec les forts risques d’erreur associés. En revanche, traiter ces questions en termes de variations de fonction a bien des avantages :

· Conforter le lien entre a<b et b–a>0.

· Regrouper des résultats éparpillés en fournissant un outil général.

· Associer des représentations graphiques à des formules numériques.

· Donner des justifications précises pour des fonctionnements à priori discordants.

· Ouvrir la voie à d’autres comparaisons.

· Donner des méthodes de raisonnement couramment utilisées en mathématiques.

En terme de liaison collège lycée, il est important dès la classe de quatrième de faire progressivement le lien entre l’ordre entre a et b et le signe de b–a. (à partir d’une interprétation graphique, on introduira le critère relatif au signe de la différence »). Ce travail sera amplifié dans le cadre de la résolution des inéquations en troisième avec la perspective du sens de variation des fonctions en seconde. A contrario, en seconde, le fait d’interpréter les règles d’addition ou de multiplication des inégalités par un même nombre en termes de variation de fonctions linéaires ou affines, est un facteur important d’homogénéité entre le collège et le lycée. En terme de progression, il y a donc tout intérêt à réserver l’étude des ordres entre a, b, a2, b2, etc… à l’issue du chapitre sur les variations des fonctions et profiter en fait pour traiter ces questions, de l’étude des fonctions de référence.

DEUX THEMES MAJEURS

I)  A propos des fonctions.

1- Un point d’histoire.

Les premiers balbutiements du calcul infinitésimal sont dus à Fermat aux alentours des années 1620. Cette partie essentielle de l’analyse, appelée ensuite calcul différentiel s’est développée grâce notamment à des mathématiciens comme Leibniz, Newton, Taylor, Mac Laurin ou encore Bernoulli. Toutefois, c’est Euler qui développe la théorie des fonctions avec une ampleur jusque là insoupçonnée, ouvrant ainsi la voie aux développements immenses de l’analyse. On retrouve au XIXe siècle des noms prestigieux comme Gauss, Cauchy, Lebesgue, Riemann , Weierstrass….

2- La nature mathématique.

En regard à la géométrie ou à la théorie des nombres, l’étude des fonctions et le fait même d’imaginer leur existence et leur intérêt est un phénomène récent et par voie de conséquence conceptuellement difficile pour nos élèves. Il s’agit donc d’être très prudent tout en ne masquant pas la nature véritable des fonctions.

Mathématiquement, lorsque deux ensembles E et F sont donnés, une fonction f définie sur E et à valeurs dans F est connue dès qu’on est capable d’associer à tout élément x de E un élément unique de F nommé f(x).

Une telle définition n’est pas à la portée d’un collégien, mais doit rester la ligne de mire du professeur. La fonction est donc une sorte d’outil ou de machine qui s’empare de nombres ou de points pour fabriquer d’autres nombres ou d’autres points. Un parallèle avec une loupe ou une perceuse ou un robot peut être très utile pour conduire les élèves à bien faire la différence entre la fonction f et l’image f(x).

3- Le programme de troisième.

« L’un des objectifs est de faire émerger progressivement, sur des exemples très simples, la notion de fonction en tant que processus faisant correspondre un nombre à un autre nombre ». Les contenus exigibles se limitent à « fonction linéaire et fonction affine ». Pour illustrer encore ce qui a été dit dans le II), l’ordre « théorème de Thalès » et « fonction linéaires et affines » n’est pas indifférent.

4- Le programme de seconde.

« Expliciter, sous différents aspects, la notion de fonction, étudier quelques fonctions de référence, préparant à l’analyse ».Les contenus peuvent être résumés en quatre points :

· Notion de fonction et de courbe représentative.

· Sens de variation.
· Fonctions de référence.
· Application à la résolution d’équations ou d’inéquations.

5- Quelques remarques au sujet d’observations en troisième.

Il s’agit donc en troisième comme le demandent les textes, de faire émerger la notion de fonction. Ce que l’on constate souvent au cours des visites effectuées dans les classes est la démarche suivante :

Un tableau de proportionnalité est donné, par exemple : 

	2
	5
	7
	9

	4
	10
	14
	18


Les élèves savent depuis la classe de cinquième, qu’il existe un coefficient de proportionnalité qui permet de passer de la ligne supérieure à la ligne inférieure, ils savent aussi expérimentalement que les points du plan dont les coordonnées figurent dans chaque colonne sont alignés avec l’origine. Bref, les élèves, ou la plupart d’entre eux maîtrisent raisonnablement à force d’exemples, le maniement d’un tel tableau. D’ailleurs, ce qu’ils savent faire va plus loin puisque l’on peut également faire des sommes dans les lignes et dans les colonnes…De nombreuses observations dans les classes montrent que si l’on définit à partir de ce tableau la notion de fonction linéaire, les difficultés sont multipliées et l’on aboutit à tant de confusions chez les élèves que non seulement ils n’abordent pas la notion de fonction, mais ils perdent en partie ce qu’ils savaient faire en matière de proportionnalité. Il y a plusieurs raisons à cela :

a) Une raison de bon sens : les élèves ne voient pas la nécessité de ce nouvel outil qui n’apporte rien de plus et complique ce qui était relativement bien installé.

b) Des raisons qui tiennent aux mathématiques.

· Une fonction linéaire est d’abord une fonction donc la compréhension du mot linéaire suppose que le mot « fonction » ait été défini auparavant.

· Trois ou quatre points ne suffisent pas à déterminer une fonction.

· La droite sur laquelle sont disposés les points issus du tableau n’a absolument pas le statut d’une courbe représentative, c’est une droite « géométrique » au sens où on l’entend en sixième.

· En fait, il s’agit d’une question qui relève de l’ajustement d’un nuage de points. Mais ajuster un nuage de points par une courbe suppose qu’on connaisse un modèle plausible (linéaire, affine mais aussi exponentiel…).

· Une notion aussi complexe que celle de fonction ne peut être introduite par une face aussi simpliste que les fonctions linéaires et affines. De la même manière, la droite n’est pas une bonne entrée pour la notion de courbe représentative.

6- Essayons une autre démarche en troisième.

a) Un nouvel objet mathématique, la fonction.

Un point d’histoire étant fait, il est possible de faire un court travail sur le vocabulaire (fonction, fonctionner, agir, …) des exemples comme une perceuse ou une riveteuse ou une machine à coudre… sont de bons exemples de fonctions car ils permettent de distinguer la machine des objets qu’elle transforme. On dispose donc de manière intuitive de tout ce qui est nécessaire pour définir une fonction : ensemble de départ, ensemble d’arrivée, fonction. La fonction ainsi présentée est bien un processus qui transforme des éléments pour fabriquer des éléments de même nature. Il est temps de fixer les règles pour les fonctions mathématiques.
b) Des exemples nombreux et des courbes.

Il est raisonnable de se limiter au cas où l’ensemble de départ et l’ensemble d’arrivée sont constitués ou bien de nombres ou bien de points, sans spécification supplémentaire. Attention, ne perdons pas de vue que l’on cherche à approcher la notion de fonction et qu’il faut donc exclure toute « pollution ». Ce sera par contre le travail du professeur de seconde de limiter par exemple l’ensemble de départ à un intervalle ou à l’ensemble des entiers naturels ou…

Une fonction mathématique est donc un processus qui agit sur des nombres pour créer d’autres nombres ou qui agit sur des points pour créer d’autres points.

Et on en connaît : 

· Dans le domaine ponctuel, toutes les transformations et c’est sans doute l’occasion de les composer et d’inventer des devoirs à la maison avec une transformation non isométrique.

· Dans le domaine numérique : le cosinus, la racine carrée, le sinus, tout ce qui est possible avec la calculatrice : le logarithme, l’exponentielle, et puis d’autres encore parmi lesquelles on trouvera bien entendu les fonctions carré, cube, inverse, linéaires, affines…

Ne craignons pas de perdre du temps, bien au contraire. C‘est tout de suite qu’il faut tracer des courbes en classe et à la maison. Les calculatrices et les tableurs sont dans cette partie du travail d’un très grand secours.

c) Le programme.

La sensibilisation étant faite, on s’intéresse au contenu du programme c’est-à-dire l’étude des deux fonctions les plus simples qui portent le nom de linéaire et d’affine et c’est maintenant
· qu’on montrera qu’appliquer une fonction linéaire à une suite de nombres, génère automatiquement un tableau de proportionnalité.

· qu’on pourra interpréter certaines formules de physique en terme de linéarité.

· qu’on pourra démontrer que la courbe représentative d’une fonction linéaire est une droite, ce qui suppose que le théorème de Thalès ait été vu antérieurement.

· qu’on pourra même montrer que par trois points, il passe des quantités de courbes et qu’il est légitime, faute de renseignement supplémentaire, de choisir le modèle le plus simple.

7- Quelques remarques et suggestions pour la classe de seconde.

Le concept de fonction est au coeur de la classe de seconde. Il doit donc être abordé le plus tôt possible. Ce qui vient d’être dit pour la classe de troisième s’applique à la classe de seconde avec sans doute des précisions supplémentaires au sujet de l’ensemble de départ qui peut être réduit à un intervalle. Il faut cependant, pour cette question comme pour les autres points du programme, se garder de révisions systématiques. Il est donc inutile dans ce contexte de traiter un chapitre spécifique aux fonctions linéaires et affines qui ont été étudiées en troisième. En revanche, ces fonctions sont d’excellents exemples à inclure dans le cours de seconde qui doit s’appuyer sur les notions du collège mais s’ouvrir résolument vers le cycle terminal. N’oublions pas que l’étude plus ou moins approfondie de fonctions est un point commun à tous les programmes de mathématiques du lycée. Il est sans doute utile à ce moment de percevoir un peu plus finement ce que signifie « linéaire : f(x+y)=f(x)+f(y) » , de montrer que c’est un fait exceptionnel, d’interpréter certaines relations algébriques en termes fonctionnels (racine d’un produit, valeur absolue d’un produit…). Un devoir à la maison sur les questions d’interpolation peut être le bienvenu…

Pour terminer cette question, mettons l’accent 

· sur l’importance de la notion de sens de variation et sur ses conséquences sur l’ordre des nombres.

· sur la prudence dont il faut s’entourer lorsqu’une fonction est définie par une représentation graphique.

II)  A propos de la géométrie plane.

1- Les lignes de force du collège.

a) Les transformations.

A l’exception des symétries glissées, les élèves découvrent au collège l’ensemble des transformations du groupe des isométries du plan dont les générateurs (symétries axiales) sont étudiés en sixième.

b) Les vecteurs.

Ils sont introduits en troisième à partir des translations et des parallélogrammes, la somme vectorielle est attachée à la composition des translations (renvoi à la brochure de l’an passé). Les vecteurs sont un véritable sujet de liaison puisque la multiplication par un nombre est simplement évoquée à partir de la composée de deux symétries centrales et sera développée en seconde.

c) Deux théorèmes.

Le théorème de Pythagore et le théorème de Thalès sont les deux théorèmes « phares » du collège. Leurs conséquences sont multiples, ils ont chacun une réciproque qu’il convient peut-être en seconde de démontrer ou de redémontrer. Au-delà de leur utilisation comme outils d’investigation dans les figures, ces deux théorèmes sont des tremplins essentiels pour la formalisation progressive de la logique. (implication, contraposition, réciproque).

2- Pourquoi des triangles isométriques et semblables en seconde ?

La réponse est donnée dans le texte du programme de seconde : « Proposer aux élèves des problèmes utilisant pleinement les acquis de connaissances et de méthodes faits au collège. Pour dynamiser la synthèse et éviter les révisions systématiques, trois éclairages nouveaux sont proposés : les triangles isométriques, les triangles de même forme et des problèmes d’aires ».

Nous retiendrons donc deux termes essentiels : 

· dynamiser la synthèse, 

· éviter les révisions systématiques.

3- La géométrie en troisième.

Une grande partie des réunions de novembre 2002 a eu pour objectif de montrer la pertinence d’introduire les autres transformations comme composées de symétries axiales. Ces méthodes, qui favorisent la démonstration, trouvent un point d’orgue en troisième puisqu’on étudie les composées de symétries centrales et de translations en liaison avec les vecteurs. Il est dans ce cadre essentiel de présenter les rotations comme composées de symétries axiales d’axes sécants ce qui permettra de faire un retour sur les symétries centrales lorsque les axes de symétrie sont perpendiculaires. On perçoit donc la grande cohérence des programmes de collège dans ce cadre, des devoirs à la maison sur les symétries glissées peuvent être de mise en troisième et surtout en début de seconde, en guise de synthèse.

4- La géométrie en seconde.

Comme expliqué dans les programmes, et c’est d’ailleurs une caractéristique générale de la classe de seconde, les chapitres de géométrie se divisent en deux parties :

· Les chapitres dont l’objet essentiel est de préparer le cycle terminal.

· Les vecteurs,

· La géométrie analytique.

· Les chapitres dont l’objet essentiel est de faire « fonctionner » les acquis du collège et éviter des révisions systématiques.

· Les triangles isométriques 

· Les triangles de même forme.

· Les problèmes d’aires.
5- Quelques réflexions au sujet des transformations.

Au collège, les élèves ont étudié, parfois de manière morcelée ou dispersée quatre isométries. Il est intéressant, en seconde, de faire un travail de synthèse sur cette question en évitant des révisions systématiques mais en mettant l’accent d’une part sur la structure de cet ensemble d’isométries et d’autre part en faisant agir ces isométries sur des figures.

a) Les compositions d’isométries.

Il s’agit là de sources de devoirs à la maison ou d’exercices nombreux qui permettent de reprendre et d’enrichir un certain nombre de démonstrations par ailleurs encouragées lors des réunions de novembre 2002 et qui sont présentes dans la brochure. En voici un exemple pour montrer que le centre du cercle circonscrit à un triangle rectangle est le milieu de l’hypoténuse.

[image: image173.wmf](IK) et (JK) sont les médiatrices des segments [AB] et [AC] respectivement, elles se coupent en K. L’image de C par la symétrie d’axe (JK) est A, l’image de A par la symétrie d’axe (IK) est B. Les deux axes de symétrie étant perpendiculaires, la composée est une symétrie centrale de centre K qui est donc le milieu du segment [CB].

b) Isométries et courbes représentatives de fonctions.

Voici un excellent exemple de travail de liaison entre le collège et le lycée.

En classe de troisième, les droites d’équation y=ax+b se déduisent des droites d’équation y=ax par translations ou par symétries centrales, il est intéressant de voir qu’il n’y a pas unicité et d’étudier une solution raisonnable ou « optimisée » qui pourrait être la translation de vecteur 
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En classe de seconde, on déduit les courbes d’équation y=ax2+bx+c des courbes d’équation y=ax2 par translation. Cela permet de donner un statut simple à la notion de parabole et d’en donner une équation réduite. Dans ce contexte, il peut être intéressant aussi d’obtenir la courbe de la racine carrée en appliquant à la courbe du carré, tracée pour x>0, la symétrie orthogonale dont l’axe a pour équation y=x. On voit bien l’intérêt, pour une bonne cohérence des approches, d’un travail de liaison sur ce thème.

6- Quelques réflexions au sujet des triangles isométriques.
Considérons un triangle ABC. Si on applique à ce triangle une isométrie ou une suite d’isométries, on obtient un triangle A’B’C’. Les triangles ABC et A’B’C’ sont appelés des triangles isométriques. Il semble naturel de choisir cette définition qui est conforme au vocabulaire. Toutes les isométries étudiées au collège conservant les longueurs et les angles, les côtés et les angles homologues de ces deux triangles ont même mesure. Cela fait donc six égalités.

Nous pouvons donc conclure :
· Lorsque deux triangles ABC et A’B’C’ sont isométriques, les côtés et les angles homologues ont même mesure.

· Lorsque l’une de ces six égalités est fausse, les triangles ne sont pas isométriques.

Nous pouvons espérer que deux triangles dont les côtés et les angles homologues ont même mesure sont isométriques, c'est-à-dire qu’il sera possible de mettre en évidence une isométrie ou une suite d’isométries qui permettent « d’envoyer » le premier triangle sur le second. Mais faut-il six égalités ou bien certaines se déduisent-elles des autres ?

a) Le cas des triangles équilatéraux.

Si ABC et A’B’C’ sont équilatéraux, les trois conditions d’angles sont vérifiées mais on voit bien que cela n’entraîne rien quant aux côtés. C’est d’ailleurs une remarque générale confirmée par l’application du théorème de Thalès. On ne pourra pas économiser au moins une condition sur les côtés. Dans le cas des triangles équilatéraux, AB=A’B’ suffit à assurer les six égalités recherchées.
b) Le cas des triangles rectangles.

Considérons deux triangles ABC et A’B’C’ rectangles en A et A’.

· Supposons AB=A’B’. Une construction simple montre que la condition est insuffisante pour assurer les six égalités.

· Supposons par exemple AB=A’B’ et AC=A’C’. Le théorème de Pythagore assure l’égalité des longueurs des troisièmes côtés, le cosinus celle des angles. Cela fait donc 3 conditions : 1 angle (le droit) et deux côtés quelconques.

· Supposons par exemple AB=A’B’ et 
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, le cosinus entraîne l’égalité des hypoténuses, Pythagore fait le reste. Nus avons encore trois conditions : deux angles (dont le droit) et un côté.

c) Et les autres ?

Considérons deux triangles ABC et A’B’C’ et cherchons un nombre minimal de conditions qui permettent de déduire les six égalités.
· On sait déjà que les trois conditions sur les angles ne suffisent pas. En revanche ces conditions vont caractériser des triangles de même forme.

· Supposons AB=A’B’ , AC=A’C’et BC=B’C’. Des essais avec un logiciel ou du papier calque laissent deviner que les angles sont sans doute de même mesure. Cela étant c’est une question de produit scalaire et la preuve directe est difficile sans relation métrique dans le triangle. On va donc essayer de déterminer une isométrie ou une suite d’isométrie qui envoie ABC sur A’B’C’ ce qui permettra de conclure. Nous avons donc une première conjecture :

(C1) : « Deux triangles dont les côtés sont deux à deux de même mesure sont isométriques »

· Supposons AB=A’B’ , AC=A’C’ et 
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. Une construction simple montre que ces conditions sont insuffisantes. En revanche, si on suppose 
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 , le résultat semble acquis. Nous avons donc une deuxième conjecture :

(C2) : « Deux triangles dont un angle et les deux côtés adjacents sont deux à deux de même mesure sont isométriques ».
· Supposons AB=A’B’ , 
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. Une construction simple montre que ces conditions semblent suffisantes. Nous avons donc une troisième conjecture :

(C3) : « Deux triangles dont un côté et les deux angles adjacents sont deux à deux de même mesure sont isométriques ».

Remarque : En fait le choix des deux angles est indifférent pour cause de somme égale à un plat. Le cas d’isométrie, sans doute pour des questions d’homogénéité ou d’esthétique est néanmoins énoncé comme précédemment.

7- La preuve de (C1).

Considérons deux triangles ABC et A’B’C’ tels que AB=A’B’, AC=A’C’, BC=B’C’.

Au sujet de la liaison, les élèves construisent fréquemment des triangles dont les trois dimensions sont données. Ce qui figure sur les cahiers une fois les constructions achevées sont des dizaines de triangles isométriques. Ce n’est pas inutile de le préciser aux élèves.

ABC a pour image A’B1C1 par la translation de vecteur 
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. A’B1C1 a pour image A’B’C2 par la rotation de centre A’ qui transforme B1 en B’. IL s’agit d’étudier les positions relatives de C’ et de C2.

Si C’=C2, c’est terminé.

Si 
[image: image11.wmf]2

'

C

C

¹

, les égalités de longueurs 
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 montrent que la droite (A’B’) est la médiatrice du segment [C’C2]. Les deux triangles A’B’C’ et A’B’C2, sont donc homologues par la symétrie d’axe (A’B’). On passe donc de ABC à A’B’C’ par une succession de trois isométries. La preuve est bien complète et (C1) est démontrée.

Remarque : Les preuves de (C2) et de (C3) sont plus complexes. On peut admettre ces deux propriétés.

L’intérêt de ces « trois cas d’égalité des triangles », comme on disait dans les années 60, est qu’ils permettent d’affirmer que des triangles sont isométriques sans avoir à exhiber une isométrie, ce qui est souvent très difficile.

EXERCICES ET PROBLEMES
Introduction.

Nous avons mis en évidence précédemment les liens étroits qui existent entre les programmes de troisième et de seconde notamment dans les deux grands domaines que sont la géométrie plane et les fonctions. Nous nous limiterons à ces deux domaines cette année mais la même réflexion s’applique bien entendu aux statistiques ou au calcul (étude des nombres et calcul algébrique).
Les exercices ou problèmes qui suivent sont groupés en deux grandes parties qui ne sont d’ailleurs pas disjointes mais la première concerne principalement la géométrie et la seconde les fonctions, leurs énoncés ne sont pas écrits pour des élèves mais pour des professeurs, ce sont plus des sujets d’étude que des exercices « prêts à l’emploi ».

Il s’agit donc pour chacun de ces exercices ou groupes d’exercices, d’étudier

· Leur faisabilité en troisième au regard des programmes dans une perspective de liaison ou de synthèse.

· L’intérêt de les proposer aux élèves en seconde dans une perspective de liaison avec le collège ou d’introduction d’une notion nouvelle ou de mise en œuvre de cette notion.

· Dans quelle mesure les apports de seconde modifient la formulation des énoncés de troisième.

· Comment ces sujets permettent de construire des devoirs à la maison répartis tout au long de l’année de troisième ou de seconde.

Pourquoi ne ferions nous pas un peu de pédagogie fiction ? Ecrire, sur un des deux grands domaines précédents, un sujet de devoir à la maison qui serait donné en fin de troisième et qui serait à rendre en début de seconde.

Première partie

GEOMETRIE

I) Hauteurs.

1- Construction.
ABC est un triangle, on trace un cercle ayant pour diamètre l’un des côtés de ce triangle. Construire l’orthocentre H du triangle ABC.

2- Un exercice.

Deux cercles c et c’de centres O et O’ et de même rayon sont sécants en A et B. M est un point de c et M’ est son image par la translation qui transforme O en O’. Montrer que A est l’orthocentre du triangle MBM’.

3- Du plan à l’espace.

a) ABCD est un rectangle tel que AB=1 et AD=
[image: image14.wmf]2

. Montrer que le pied de la hauteur issue de A dans le triangle ABD est le centre de gravité du triangle ABC.

b) Construire, dans le cube ABCDA’B’C’D’ de côté 1, le projeté orthogonal de A sur la diagonale (BD’).

II) Bissectrices.

1- Construction.
[image: image174.wmf]Justifier cette construction de la bissectrice (BK) de l’angle
[image: image15.wmf]B

ˆ

.
2- Propriété métrique.
On considère un triangle ABC et on appelle I le pied de la bissectrice intérieure de l’angle
[image: image16.wmf]µ

A

. On se propose de montrer de plusieurs manières que les longueurs BI et CI sont proportionnelles à c=AB et b=AC.

a) Avec le théorème de Thalès après avoir construit la parallèle à (AC) qui passe par B.

b) Avec des considérations d’aires dans les triangles ABI et ACI.

Cette propriété permet de montrer que le centre du cercle inscrit est le barycentre des trois sommets avec comme coefficients les longueurs des côtés opposés.
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3- Lien avec le pentagone.
On admet dans cet exercice que 
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On appelle c le cercle de centre O et de rayon 1. [II’] et [JJ’] sont deux diamètres perpendiculaires. A est le milieu de [OJ].

Montrer que le pied M de la bissectrice issue de A dans le triangle AOI est tel que OM=cos72° En déduire la construction du pentagone régulier de premier sommet I.

4- Construction d’un triangle dont on donne les bissectrices.
La question est la suivante : « Trois droites concourantes en un point I étant données, existe-t-il au moins un triangle ABC dont ces trois droites sont les bissectrices intérieures ? ».

Comme tout problème de construction, celui-là se résout en deux temps :

· On suppose d’abord le problème résolu et on en déduit des conditions nécessaires.

· On cherche si les conditions nécessaires précédemment définies sont bien suffisantes.

a) Supposons donc le problème résolu.

ABC est un triangle dont les bissectrices intérieures sont (d), (d’) et (d’’).

· Deux de ces droites peuvent-elles être perpendiculaires ?

· Que dire des symétriques orthogonaux d’un sommet par rapport aux bissectrices des angles associés aux deux autres sommets ?

Conclure.
b) Effectuons la construction.

(d), (d’) et (d’’) sont trois droites concourantes en I, non deux à deux perpendiculaires.

Que pensez-vous de la rédaction suivante ? 
Choisissons un point quelconque A de (d). Appelons A’ et A’’ les symétriques orthogonaux respectifs de A par rapport à (d’) et (d’’). La droite (A’A’’) coupe (d’) en B et (d’’) en C. Il existe donc une infinité de triangles solutions.

III) Le cas particulier des triangles rectangles.

On considère un triangle ABC rectangle en C, on appelle H le pied de la hauteur issue de C sur le segment [AB]. On appelle r, rA et rB les rayons des cercles inscrits respectifs des triangles ABC, CHA et CHB. Le but de ce qui suit est de montrer le résultat singulier suivant :


[image: image18.wmf]2

2

2

B

A

r

r

r

+

=


[image: image176.emf]O


I


I


'


J


J


'


A


M




O I I'

J

J'

A

M


On appelle dans toute la suite, a, b, c les longueurs BC, CA, AB et h la longueur CH.
a) Etape 1 : montrer que 
[image: image19.wmf]2
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b) Etape 2 : montrer que r+rA+rB = h.

c) Etape 3 : montrer que 
[image: image20.wmf]r
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 et que 
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Pour cette question on recherchera une solution accessible à des élèves de troisième qui s’appuie sur le résultat de a) et une solution qui utilise les triangles semblables et qui n’est donc accessible qu’aux élèves de seconde.

d) Conclure.

Seconde partie 

FONCTIONS

Voici trois sujets d’étude dont l’intérêt est d’utiliser un argument d’ordre géométrique pour valider l’introduction puis l’étude d’une fonction. Comment proposer ce type de sujet dès la classe de troisième dans un souci de synthèse et de liaison ? 
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I) Sujet n°1.

ABC est un triangle rectangle et isocèle en A. On pose AB=AC=6. M étant un point variable sur le segment [AB], on construit le rectangle AMDE comme indiqué sur la figure ci contre.

On se propose d’étudier les variations de l’aire du rectangle AMDE en « fonction » de la position de M sur le segment [AB] et de déterminer une éventuelle position de M pour laquelle cette aire est maximale.

Rappel qui peut être utile pour une approche en troisième : 
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 pour tous réels a et b. Cette relation permet notamment de prouver que la moyenne géométrique de deux nombres est toujours inférieure ou égale à la moyenne arithmétique d’où l’idée d’une succession possible de devoirs à la maison alliant algèbre et géométrie.

II) Sujet n°2. Le promeneur.

On appelle c le quart de cercle de centre O, d’extrémités A et B et de rayon 1. Un premier promeneur, représenté par un point P1 part de A et se dirige vers B en suivant l’arc de cercle. Au même instant, un second promeneur, représenté par un point P2 part de O et se dirige vers A en suivant le segment [OA]. Les deux promeneurs marchent à la même vitesse. Peut-on avoir (P1P2) parallèle à (OB) ? 

Quelles conditions, quelles approches, quelles solutions en troisième, en seconde ? 

III) Sujet n°3

ABCD est un carré de centre O, E est un point variable sur le segment [BC] et F est le symétrique de E par rapport à la droite (AC). (Il faut évidemment justifier que F est un point du segment [CD]). Le triangle AEF peut-il être équilatéral ?

1) Approche fonctionnelle.

Posons x = BE. Il est aisé de calculer AF et EF.

Comment conclure en troisième, en seconde et le tout dans un souci de liaison ? 
2) Approche géométrique.

Le mathématicien perse Muhammad Aboul-Wafa (940-998) propose la construction suivante :

· Construire le cercle circonscrit à ABCD.

· Construire le cercle de centre C passant par O.

· Ces deux cercles se coupent en U et V.

· (AU) et (AV) coupent les côtés du carré en deux points qui sont les points cherchés.

Comment justifier cette construction ? En troisième, en seconde et le tout dans un souci de liaison.

CORRECTION DES EXERCICES ET PROBLEMES

Première partie 

GEOMETRIE
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I) Hauteurs.

1- Construction.
ABC est un triangle, on trace un cercle ayant pour diamètre l’un des côtés de ce triangle.

Construire l’orthocentre H du triangle ABC.

La construction ci-contre est faite avec le cercle de diamètre [BC]. Les angles 
[image: image23.wmf]·

BEC

 et 
[image: image24.wmf]·
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 sont donc droits.

2- Un exercice.
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Deux cercles c et c’de centres O et O’ et de même rayon sont sécants en A et B. M est un point de c et M’ est son image par la translation qui transforme O en O’. Montrer que A est l’orthocentre du triangle MBM’.

On sait déjà que (AB) est une première hauteur dans le triangle MBM’. Il reste à montrer que (MA) en est une seconde donc que (MA) et (BM’) sont perpendiculaires.

Appelons C le point du cercle c dont l’image par la translation est B. Puisque (CB) est parallèle à (OO’) l’angle 
[image: image25.wmf]·

CBA

 est droit et C est donc diamétralement opposé à A sur le cercle c. Il en résulte que l’angle 
[image: image26.wmf]·

CMA


[image: image27.wmf] est droit et puisque CBM’M est un parallélogramme, (MA) est aussi perpendiculaire à (BM’) d’où le résultat.
3- Du plan à l’espace.

a) ABCD est un rectangle tel que AB=1 et AD=
[image: image28.wmf]2

. Montrer que le pied de la hauteur issue de A dans le triangle ABD est le centre de gravité du triangle ABC.
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Posons 
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On a 
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[image: image31.wmf]2

AB

BH

BD

=

.

On sait que AB=1, d’après le théorème de Pythagore, 
[image: image32.wmf]3
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 donc 
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. Comme O est le milieu de [AC], H est bien le centre de gravité du triangle ABC.

Remarque : En seconde on peut raisonner en termes de triangles semblables.

b) Construire, dans le cube ABCDA’B’C’D’ de côté 1, le projeté orthogonal de A sur la diagonale (BD’).
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Il s’agit ici de construire l’intersection de (BD’) et du plan p qui passe par A et qui lui est orthogonal. Le rectangle DBB’D’ a les dimensions du rectangle ABCD de la question 1- donc la médiane (B’O) du triangle DBB’ est perpendiculaire à (BD’). On appelle H le point d’intersection de ces deux droites.

Par ailleurs (AC) est orthogonale à (BD) et (DD’) donc au plan (BDB’) donc à la droite (BD’).

On en déduit que la droite (BD’), orthogonale à la fois à (AC) et à (B’O) est orthogonale au plan (ACB’). Le projeté orthogonal cherché est donc le point H.
II) Bissectrices.

1- Construction.
[image: image182.emf]A
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Justifier cette construction de la bissectrice (BK) de l’angle
[image: image34.wmf]B
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Cet exercice peut être proposé à plusieurs niveaux :

· En cinquième à l’issue du cours sur les angles alternes internes à condition de préciser toutes les hypothèses et notamment le parallélisme des droites (IK) et (BC).

· En troisième à l’issue du cours sur les angles inscrits dans un cercle en précisant également le parallélisme des deux droites précédentes. Le résultat vient des égalités :

[image: image35.wmf]·
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· En quatrième en donnant la figure comme ci-dessus et en demandant ce qui est supposé lorsqu’on affirme que l’on construit ainsi la bissectrice de l’angle [image: image36.wmf] eq \o(\s\up6();B)
.
Il est à noter qu’on obtient en plus l’orthocentre de ABC et très facilement la bissectrice de l’angle [image: image37.wmf] eq \o(\s\up6();A)
 et donc le centre du cercle inscrit. Cette construction est donc très avantageuse lorsqu’on veut construire l’orthocentre et le centre du cercle inscrit.

2- Propriété métrique.
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On considère un triangle ABC et on appelle I le pied de la bissectrice intérieure de l’angle 
[image: image38.wmf]µ
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. On se propose de montrer de plusieurs manières que les longueurs BI et CI sont proportionnelles à c=AB et b=AC.

a) Avec le théorème de Thalès après avoir construit la parallèle à (AC) passant par B.
On obtient 
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.
Or, 
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. Le triangle ABD est isocèle et BD=AB. On a donc bien 
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IC

c

IB

=

.
b) Avec des considérations d’aires dans les triangles ABI et ACI.
I étant le pied de la bissectrice de l’angle[image: image42.wmf] eq \o(\s\up6();A)
, IJ=IK=r. Soit h la distance de A à (BC).

L’aire 
[image: image43.wmf]b

 du triangle AIC s’écrit : 
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 il en résulte que 
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L’aire 
[image: image46.wmf]g

 du triangle AIB s’écrit 
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 il en résulte que 
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On conclut enfin comme dans a).
3- Lien avec le pentagone.
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B


C


A


"


A


'




A

B

C

A"

A'

On admet dans cet exercice que 
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. (Ce résultat sera prouvé en première).

On appelle c le cercle de centre O et de rayon 1. [II’] et [JJ’] sont deux diamètres perpendiculaires. A est le milieu de [OJ].

Montrer que le pied M de la bissectrice issue de A dans le triangle AOI est tel que OM=cos72°. En déduire la construction du pentagone régulier de premier sommet I.
Posons OM=x avec 0<x<1. D’après l’exercice 2-, on a 
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 et d’après le théorème de Pythagore, 
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La parallèle à (JJ’) passant par M permet d’obtenir deux points du pentagone (3 avec I), le compas fait le reste.

Il est à noter que la bissectrice extérieure de l’angle 
[image: image55.wmf]·

OAI

 coupe (I’O) en un point M’ tel que 
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. M et M’ sont conjugués harmoniques par rapport à O et I.
4- Construction d’un triangle dont on donne les bissectrices.
La question est la suivante : « Trois droites concourantes en un point I étant données, existe-t-il au moins un triangle ABC dont ces trois droites sont les bissectrices intérieures ? ».

[image: image185.emf]A
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a) Supposons donc le problème résolu.

ABC est un triangle dont les bissectrices intérieures sont (d), (d’) et (d’’).

· Deux de ces droites peuvent-elles être perpendiculaires ?
Non puisque cela entraînerait que les angles des sommets correspondants sont supplémentaires, ce qui n’est pas le cas dans un triangle. On peut également remarquer que si I désigne le centre du cercle inscrit dans un triangle ABC, 
[image: image57.wmf]·
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· Que dire des symétriques orthogonaux d’un sommet par rapport aux bissectrices des angles associés aux deux autres sommets ?
Ces deux points appartiennent au côté apposé puisque la bissectrice d’un angle est axe de symétrie pour cet angle. Les symétriques orthogonaux d’un sommet par rapport à deux autres droites définissent le côté opposé.
b) Effectuons la construction.

(d), (d’) et (d’’) sont trois droites concourantes en I, non deux à deux perpendiculaires.

Que pensez vous de la rédaction suivante ? 

Choisissons un point quelconque A de (d). Appelons A’ et A’’ les symétriques orthogonaux respectifs de A par rapport à (d’) et (d’’). La droite (A’A’’) coupe (d’) en B et (d’’) en C. Il existe donc une infinité de triangles solutions.
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Il convient de prendre quelques précautions pour s’assurer que la droite (A’A’’) coupe bien les droites (d’) et (d’’), puis que le triangle ainsi construit répond à la question.

Etudions par exemple le cas où l’on aurait (A’A’’) parallèle à (d’). On obtiendrait la figure ci-contre : I est le milieu du segment [AA’’] donc la droite (d’’) passe par I et de ce fait (d) aussi. On aurait donc (d) et (d’’) perpendiculaires ce qui est exclu par hypothèse.

Il est clair par ailleurs que les points A’ et A’’ sont distincts et que le triangle ainsi construit convient. Il existe donc bien une infinité de solutions.
III) Le cas particulier des triangles rectangles.

On considère un triangle ABC rectangle en C, on appelle H le pied de la hauteur issue de C sur le segment [AB]. On appelle r, rA et rB les rayons des cercles inscrits respectifs des triangles ABC, CHA et CHB. Le but de ce qui suit est de montrer le résultat singulier suivant : 
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On appelle dans toute la suite, a, b ,c les longueurs BC, CA, AB et h la longueur CH.
a) Etape 1 : montrer que 
[image: image60.wmf]2
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CM(L est un carré de côté r.

Puisque PB=BL=a(r et que PA=AM=b(r, il vient : c=PA+PB=a+b(2r.

On en déduit la formule attendue.

b) Etape 2 : montrer que r+rA+rB = h.

Il suffit d’appliquer le précédent résultat dans les triangles AHC et CHB. En posant CH=h, on obtient :
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On déduit par addition :
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c) Etape 3 : montrer que 
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· Une solution en troisième :
Faisons apparaître le rapport 
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· Une solution en seconde :

Les triangles ABC et AHC sont semblables dans le rapport b/c et les triangles ABC et BHC le sont dans le rapport 
[image: image72.wmf]a

c

. Les rayons de leurs cercles inscrits respectifs sont donc dans le même rapport.

d) Conclure.
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, le théorème de Pythagore fait le reste.
Seconde partie 

FONCTIONS

I) Sujet n°1.
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ABC est un triangle rectangle et isocèle en A. On pose AB=AC=6. M étant un point variable sur le segment [AB], on construit le rectangle AMDE comme indiqué sur la figure ci contre.

On se propose d’étudier les variations de l’aire du rectangle AMDE en « fonction » de la position de M sur le segment [AB] et de déterminer une éventuelle position de M pour laquelle cette aire est maximale.

Quelques pistes :

Appelons x la distance AM. 0( x( 6. AD=6, donc l’aire du rectangle AMDE est donnée par l’expression
[image: image74.wmf]2
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Nous définissons donc, sur l’intervalle [0 ;6], la fonction f par 
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Il est hors de question en troisième ou en seconde d’étudier cette fonction en toute rigueur, ce qui permet d’ailleurs d’affirmer les limites des outils disponibles et la nécessité d’en définir d’autres, plus performants et dont l’étude sera l’objet des programmes suivants.

On peut pourtant donner une suite consistante à ce travail.

D’abord avec un tableau de valeurs :

	x
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	Valeur exacte de f(x)
	0
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	0

	Valeur approchée arrondie au dixième
	0
	5,9
	11,3
	15,6
	17,9
	16,6
	0
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Ce tableau permet de conclure que la fonction f n’est pas monotone sur son intervalle de définition. Nous voyons là l’intérêt du contre exemple. Ce tableau permet aussi de conjecturer l’existence d’un maximum qu’il est possible d’encadrer en réduisant le pas et qu’il est possible de « visualiser » avec un traceur de courbes :

	x
	3,8
	3,9
	4
	4,1
	4,2
	4,3
	4,4
	4,5

	Valeur approchée de f(x) arrondie 
	17,64
	17,78
	17,89
	17,96
	18,00
	17,99
	17,95
	17,86


Ce tableau permet une bonne localisation du maximum autour de 4,2.

On peut maintenant aller plus loin en tentant de déterminer la valeur exacte de ce maximum.

Si l’on pose 
[image: image81.wmf]22

 et 

XxYy

==

, on remarque que X+Y= 36 et que XY= (f(x))2. 


D’autre part, chercher un maximum pour f(x) revient à chercher un maximum pour (f(x))2.

On est donc amené à déterminer à quelle condition deux nombres X et Y de somme fixée, ont un produit maximum.

Comme proposé dans l’énoncé, 
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. XY est donc maximum lorsque X=Y. Cela signifie que, parmi les rectangles de périmètre donné, celui qui a la plus grande aire est le carré. f(x) est donc maximum lorsque 
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donc lorsque 
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. Ce maximum est égal à 18 exactement. On notera que f(4,2)=17,996…

Une autre solution peut être envisagée si l’on a pris soin par exemple dans un précédent devoir à la maison, de démontrer géométriquement ou algébriquement que 
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pour tous nombres réels positifs a et b. On voit ainsi immédiatement que 
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. Il s’agit alors de déterminer un réel x0 vérifiant f(x0)=18.

L’idée peut venir du fait que la figure se symétrise par rapport à la droite d’équation 
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 et que l’on peut essayer 
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. On conclut comme précédemment.
II) Sujet n°2. Le promeneur.

On appelle c le quart de cercle de centre O, d’extrémités A et B et de rayon 1. Un premier promeneur, représenté par un point P1 part de A et se dirige vers B en suivant l’arc de cercle. Au même instant, un second promeneur, représenté par un point P2 part de O et se dirige vers A en suivant le segment [OA]. Les deux promeneurs marchent à la même vitesse. Peut-on avoir (P1P2) parallèle à (OB) ? 

Quelles conditions, quelles approches, quelles solutions en troisième, en seconde ? 

Le sujet est classique, il débouche sur la résolution de l’équation 
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 pour x variant entre 0 et 
[image: image90.wmf]2

p

. L’intérêt pédagogique de ce sujet est qu’il permet de mettre en évidence de manière simple une équation que l’on ne sait pas résoudre de manière exacte. Il s’agit donc de montrer aux élèves qu’il n’existe pas de panacée en matière de résolution d’équations. On pourra d’ailleurs expliquer dès la seconde ce qu’il en est des équations algébriques de degré 2,3,4,5,…

L’existence d’une solution à notre problème peut être établie de manière convaincante avec un graphique. Ou bien en traçant la courbe d’équation y=g(x) où g est définie par g(x)=x(cosx ou bien en traçant dans un même repère, les courbes d’équation y=cosx et y=x.(voir ci-dessous)
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[image: image191.bmp]
La recherche d’une valeur approchée de la solution résulte enfin d’un travail semblable à celui effectué dans l’exercice précédent.

III) Sujet n°3

ABCD est un carré de centre O, E est un point variable sur le segment [BC] et F est le symétrique de E par rapport à la droite (AC). (Il faut évidemment justifier que F est un point du segment [CD]). Le triangle AEF peut-il être équilatéral ?

1) Approche fonctionnelle.

Posons x=BE, 0( x (1 car on peut toujours supposer que le côté du carré mesure une unité. On obtient sans difficulté 
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Les suites possibles sont alors très variables.

a) Pour la recherche d’une solution approchée, on peut 

· soit étudier l’intersection des courbes représentatives des fonctions f et g définies par 
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 (graphique de gauche ci-dessous),
· soit étudier l’intersection des courbes représentatives des fonctions h et k définies par 
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. (graphique de droite ci-dessous).C’est l’occasion de rappeler que l’égalité des nombres équivaut à l’égalité de leurs carrés quand ils sont positifs.
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· Soit étudier l’intersection avec l’axe des abscisses, de la courbe représentative de la fonction 
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Pour la recherche d’une solution exacte en troisième comme en seconde, il suffit d’écrire 
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 L’équation 
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 admet deux solutions dont une seule, 
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, est acceptable compte tenu des contraintes de l’énoncé. On remarquera évidemment que 
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 et que cette valeur est cohérente avec les valeurs approchées trouvées antérieurement.


2) Approche géométrique.

L’intérêt de cet exercice est d’offrir une possibilité de construction géométrique exacte du triangle solution.

Le mathématicien Perse Muhammad Aboul-Wafa (940-998) propose la construction suivante :

· Construire le cercle circonscrit à ABCD.

· Construire le cercle de centre C passant par O.

· Ces deux cercles se coupent en U et V.

· (AU) et (AV) coupent les côtés du carré en deux points qui sont les points cherchés.
Comment justifier cette construction ? en troisième, en seconde et le tout dans un souci de liaison ?

Les deux cercles ont même rayon donc le triangle UCO est équilatéral et 
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Par ailleurs, (AC) est un axe de symétrie pour la figure donc UAV est un triangle équilatéral. L’image de E par la symétrie d’axe (AC) appartient à la fois à (CD) et à (AV), c’est donc F.

EAF est donc isocèle et
[image: image106.wmf]·
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. On a bien le résultat souhaité.

En seconde, on peut reprendre la précédente démonstration en termes de triangles isométriques, par exemple ABE et ADF.
LES PRODUCTIONS
Les réunions de novembre 2003 ont été l’occasion pour des professeurs de collège et de lycée de travailler ensemble sur des sujets relatifs à la géométrie ou aux fonctions où les questions n’étaient pas posées. Plusieurs groupes ont poursuivi le travail au-delà des quatre heures de réunion et ont conçu des énoncés à destination des élèves dans un souci de liaison entre la troisième et la seconde. Ces énoncés sont reproduits dans cette dernière partie de la brochure, les textes n’ont pas été modifiés, simplement leur présentation a-t-elle été homogénéisée.

I) Problème n°1 : 

En italique : facultatif.
Objectifs : calculer les valeurs exactes cos15° , sin15° et tan15°.
Cette technique permet de calculer (en étant tenace) 
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En partant d’un triangle rectangle isocèle on obtient les valeurs exactes de 
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Pré-requis :
· Position du centre de gravité d’un triangle.

· Cas particulier du triangle équilatéral : hauteur = médiane = médiatrice.

· Théorème de Pythagore.

· Angle inscrit, angle au centre.

· Maîtrise des produits remarquables.

· Maîtrise des racines carrées et savoir rendre rationnel un dénominateur.

· Maîtrise du calcul littéral.

· Connaître les définitions cos, sin et tan.



1) Soit H le pied de la hauteur issue du sommet A d’un triangle équilatéral ABC de côté 2x.

1. bis)
a) Où est le centre O du cercle circonscrit au triangle ABC ?

b) Exprimer, en fonction de x, le rayon de ce cercle.

2) Calculer BH et HA en fonction de x.
3) Les calculs

a) Tracer le cercle de centre A et de rayon AB. Ce cercle coupe la droite (AH) en K’ (près de H) et en A’. Calculer la mesure de l’angle 
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b) Développer 
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c) Calculer HA’.
d) Calculer BA’.
e) En déduire cos15°, sin15° et tan15.
4) On peut poursuivre avec le cercle de centre A’ et de rayon A’B.
II) Problème n°2 :
ABC est un triangle rectangle et isocèle en A. On pose AB = AC = 6. M étant un point variable sur le segment [AB], on construit le rectangle AMDE comme indiqué sur la figure ci-dessous :
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(Pour la classe de troisième, on trace [AD]).

On se propose d’étudier les variations de l’aire du rectangle AMDE en fonction de la position de M sur le segment [AB] et de déterminer une éventuelle position de M pour laquelle cette aire est maximale.

1) On place M pour que AM = 1. Calculer AE puis l’aire de AMDE.

2) On pose AM = x. Entre quelles valeurs peut varier x ?
 Calculer AE en fonction de x, puis l’aire de AMDE, notée (x).

3) Compléter le tableau ci-dessous :

	x
	0
	1
	2
	3
	4
	4,2
	4,3
	5
	6

	(x)
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Placer les points de coordonnées (x, (x)) dans le repère (O, I, J) avec OI = OJ = 1cm.

Donner, en lisant sur le graphique, la valeur de x pour laquelle l’aire de AMDE semble être maximale.

4) On note xm la valeur exacte pour laquelle l’aire de AMDE est maximale.

La calculatrice peut fournir une valeur approchée de xm. Expliquer comment vous faites pour obtenir cette valeur à 3.10-2 près en indiquant sur votre feuille les différentes étapes de l’utilisation de votre calculatrice.

5) Pour quelle valeur de x, ADME est-il un carré ? Quelle est alors la valeur de (x) ?

6) Une première méthode pour aller plus loin :

L’aire de AMDE s’écrit AM ( AE.

On cherche à quelle condition cette aire est maximale.

a) Montrer que : 
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b) Que vaut AM2 + AE2 ? Que faut-il pour que AM ( AE soit maximum ? 
c) Déterminer de manière exacte xm et (xm).

d) Quelle figure obtient-on pour AMDE ?

7) Une deuxième méthode pour aller plus loin :
Une autre méthode pour calculer l’aire de AMDE consiste à tracer la hauteur issue de M dans le triangle AMD. Soit H le pied de cette hauteur.
L’aire de AMDE vaut alors AD ( MH.

a) AD étant constante (pourquoi ?) que faut-il poser comme contrainte pour que l’aire soit maximale ?

b) Quelle particularité possède le triangle AMD ? 
c) Sur quel cercle se trouve le point M ?

d) Quelles doivent être les positions respectives de M, H et E pour que MH soit maximum ?

e) En déduire la nature géométrique de AMDE et retrouver les valeurs de xm et (xm).

III) Problème n°3.
Il s’agit d’un scénario en trois épisodes dont l’objectif est de faire manipuler aux élèves les principaux théorèmes vus en troisième et des fonctions non affines avec une approche du maximum justifié a posteriori et l’obtention d’une courbe où les points ne sont pas alignés.

Le travail est essentiellement algébrique.

1° Partie : fin de Troisième
ABC est un triangle rectangle en A dans lequel AB = 8 et AC = 6. M est un point variable du segment [ AB ] et on construit le rectangle AMDE avec D sur le segment [BC] et E sur [AC]. On note x la distance AM.
1) Faire la figure.
2) Dans quel intervalle J se trouve x ?

3) Exprimer en fonction de x les distances suivantes MB, BC, AE, EC, BD et DC.

4) Traduire les résultats précédents par des phrases du type :
« quand x augmente de 1 alors la distance ….. augmente (ou diminue ) de ….. »

5) On s’intéresse maintenant à l’aire du rectangle AMDE.
a) Exprimer cette aire en fonction de x. On notera S(x ) l’expression obtenue.
b) Compléter ce tableau de valeurs en vous aidant éventuellement de votre calculatrice

	x
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	S(x )
	
	
	
	
	
	
	


c) Pour quelle valeur de x l’expression S(x) semble maximum ? On notera 
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 la valeur de ce « maximum ».
6) Montrer que 
[image: image119.wmf]a
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7) En déduire que 
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 est un vrai maximum c’est à dire que S(x)
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 pour tout x de l’intervalle J.
8) Quelles sont les dimensions du rectangle AMDE rendant S(x) maximum ?
9) On considère la fonction S qui à chaque réel x de l’intervalle J associe S(x).
a) Placer dans un repère orthonormal d’unité graphique 1cm les points du graphe de S obtenus grâce au tableau de valeurs précédent.
b) Ces points ne sont pas alignés, pourquoi ?
c) Joindre ces points par une ligne courbe pour x dans J.
Vous venez d’obtenir la courbe représentant S dans le repère. C’est une portion de parabole de sommet S(4 ; 12 )
2° Partie : fin de Troisième
1) Reprendre ce problème quand ABC est un triangle isocèle rectangle en A dans lequel AB = 6.
2) Que pouvez-vous dire du rectangle AMDE quand S(x) est maximum ?
3) Imaginer une autre figure où la « ligne BC » pourrait selon vous, conduire au même genre de rectangle que précédemment.
3° Partie : Classe de Seconde

Dans cette partie AB = AC = 6 et AM = x comme précédemment mais D se trouve sur le quart de cercle de rayon 6 conformément à la figure suivante : 
1)  Pour x 
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[ 0 ; 6 ] exprimer en fonction de x la longueur AE et l’aire S(x)du rectangle AMDE.

2) Montrer que si AMDE est un carré alors AM = AE = 3
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3) Calculer alors la valeur de l’aire de AMDE. On notera 
[image: image125.wmf]b

cette valeur.
4) Dans cette question on va essayer de démontrer que 
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a) Calculer 
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b) Montrer que 
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est toujours positif ou nul pour x
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[ 0 ; 6 ].
c) En déduire que 
[image: image130.wmf]b

est le maximum de S(x).
5) Compléter ce tableau de valeurs en vous aidant éventuellement de votre calculatrice

	x
	0
	0.5
	1
	1.5
	2
	2.5
	3
	3.5
	4
	
[image: image131.wmf]32


	4.5
	5
	5.5
	6

	S(x )
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


6) Tracer le graphe de la fonction S dans un repère adéquat puis donner le tableau de variation de S sur [0 ; 6].
IV) Problème n°4.
[image: image132.png]



Partie I :
a/ On suppose ici AM = 3. Calculer la valeur exacte de AE et en déduire la mesure exacte de l’aire du rectangle AMDE.

Cette question n’apporte rien à la suite du problème, et pourrait être éliminée. Son intérêt réside essentiellement dans le fait de commencer par une situation plus familière aux élèves et sans les difficultés éventuelles dues au calcul littéral.

Connaissances mises en jeu : théorème de Pythagore, racines carrées, calcul sur les radicaux (pour le cas où l’on demanderait la valeur exacte sous la forme 
[image: image133.wmf]b
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avec b le plus petit possible.)

b/ En posant maintenant x = AM, exprimer en fonction de x la valeur exacte de l’aire du rectangle AMDE.
C’est la généralisation de la question a/. Les savoirs mis en jeu sont les mêmes (à condition d’attendre la réponse 
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, sans quoi le calcul sur les radicaux n’est pas utilisé).

Partie II :
Pour 0 ( x ( 6, on pose A(x) = [image: image136.wmf]²)
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a/ Construire dans un repère orthonormé la courbe représentative de la fonction A.

Suivant le niveau précis auquel sera abordé ce problème, on pourra éventuellement formuler autrement cette question.

b/ A l’aide de ce graphique, on constatera l’existence d’une valeur de AM pour laquelle l’aire du rectangle AMDE est maximale. Quelle semble alors être la valeur de cette aire maximale ?

On s’intéresse ici surtout à mettre en évidence une « idée intuitive » de l’existence d’un maximum de l’aire. On pourra également chercher à déterminer une approximation de la valeur de x pour laquelle l’aire est maximale. Savoirs mis en jeu : lecture graphique.
Partie III :
Une preuve de l’existence du maximum :


a/
En constatant que pour tous nombres a et b positifs : 
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prouver que :
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Pas de grande difficulté dans cette question, mais de nombreuses connaissances mises en jeu : calcul littéral, calcul sur les radicaux, identités remarquables, inégalités.


b/
En déduire que pour 0 ( x ( 6, A(x) ( 18.

C’est une application directe et sans difficulté de la question précédente.


c/
Pour quelle mesure de l’angle [image: image139.wmf]·
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 le rectangle AMDE est-il un carré ? Quelle est alors la valeur de x ? Et celle de A(x) ?

En calculant la valeur de A(x), on trouvera 18 et la borne obtenue en b/ sera alors atteinte. On pourra peut-être laisser les élèves essayer de trouver par eux-mêmes que le cas où le rectangle devient un carré s’avère intéressant. Mais l’on pourra également présenter cette question d’une autre manière.

Le carré est abordé ici à l’aide de l’angle entre sa diagonale et son côté, et cela suggère presque immédiatement l’utilisation de la trigonométrie pour trouver la mesure de son côté.

Connaissances mises en jeu : propriétés du carré, trigonométrie

Attention:
( on ne pourra pas traiter cette question en n’ayant pas vu: 
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( on ne prouve pas ici l’unicité du maximum. Il convient de relier les résultats de cette partie à ceux de la partie II.


d/ On vient de prouver que l’aire maximale est 18 et qu’elle est atteinte dans le cas où AMDE est un carré. Résoudre alors l’équation :
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 et en déduire l’unicité du maximum de A.

L’unicité du maximum ayant déjà été observée dans la partie II, cette question ne présentera pas un grand intérêt, outre celui calculatoire. En élevant au carré, puis en rassemblant, on reconnaîtra une identité remarquable, puis en factorisant une seconde. Remarquons que la question de la résolution de l’équation peut se poser dès la fin de la question b/, et l’on pourra peut-être choisir entre les questions c/ et d/ suivant le but visé.

Remarques :
En connaissant la formule :
sin (2 x ) = 2 sin x cos x, ainsi que l’étude de la fonction sinus, on pourra tout simplement poser AM = 6 cos x (c’est-à-dire 
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), en déduire que AE = 6 sin x, et déterminer ensuite le maximum de 
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V) Problème n°5.
On fixe les extrémités d'une corde en A et B.

On tend celle-ci en la fixant en un point M que l'on peut déplacer sur le segment [CD].

[AC] et [BD] sont perpendiculaires à [CD].

On donne AC = 5, BD = 2, CD = 6.

On note CM = x.

L'unité de longueur est le cm.

1. Quelles sont les valeurs possibles pour x ?

2. Déterminer x pour que AM = MB ? 

3. Exprimer en fonction de x la longueur de la corde notée l(x).

4. Dresser un tableau de valeurs de l(x) pour x variant de 0 à 6 avec un pas de 0,5.

5. Faire la représentation graphique de la fonction l : x

 l(x).

6. Déterminer graphiquement la position du point M pour laquelle la longueur de l'élastique 
 l(x) est minimale.

VI) Problème n°6.

Tracer un triangle ABC rectangle en A. La droite perpendiculaire à la droite (BC) et passant par A coupe la droite (BC) en H. Le but du problème est de démontrer par deux méthodes différentes l’égalité AH2= HB ( HC
1) Méthode 1.

a) Démontrer que les angles 
[image: image145.wmf]·

·

et

HACABC

 sont égaux.

b) En utilisant le calcul de la tangente d’un angle démontrer l’égalité AH2= HB ( HC.

2) Méthode 2.

a) Démontrer que les triangles ABH et CAH sont semblables.

b) En déduire l’égalité AH2= HB ( HC.

c) Donner une interprétation en termes d’aires de l’égalité précédente.

3) Applications :

a) Choisir un segment pour unité de longueur, puis construire avec le compas et la règle une longueur égale à 
[image: image146.wmf]15

 avec l’unité choisie. La rédaction comprendra deux parties : la description du tracé puis la justification de la construction.

b) Tracer un segment [BC] de longueur 10 cm. L’objectif de cette partie est de tracer un triangle ABC rectangle en A dont l’aire sera égale à 24 cm2.

(1) Calculer la hauteur relative à l’hypoténuse d’un tel triangle.

(2) Décrire le tracé, Puis justifier la construction.

(3) Combien existe-t-il de solutions au tracé ?

(4) Si on note H le pied de la hauteur relative à l’hypoténuse et x la longueur BH, montrer que la valeur x est solution de l’équation x2(10x+23,04=0.
Vérifier que x est également solution de l’équation (x(3,6)(x(6,4)=0, puis résoudre cette équation.
Si on choisit pour la longueur BH la plus petite solution de l’équation précédente, calculer alors CH, AB et AC.

VII) Problème n°7. Devoir à la maison destiné à des élèves de troisième, pouvant se prolonger en seconde.
Thème : bissectrice.

Partie 1 : figure.

L’unité de longueur est le cm.

1) Sur papier blanc, construire le triangle ABC tel que AB = 5,5 ; AC = 7 et BC = 8.

2) Construire la bissectrice de l’angle 
[image: image147.wmf]·

BAC

. Elle coupe [BC] en I. Placer I.

On se propose de démontrer de deux façons que les longueurs IC et IB sont proportionnelles aux longueurs AC et AB..

Partie 2 : première méthode
1) Construire la droite (d) parallèle à (AC) passant par B. Les droites (d) et (AI) sont sécantes en K. Construire le point K.
2) Démontrer que 
[image: image148.wmf]KB

AC

IB

IC

=

.
3) Démontrer que le triangle ABK est isocèle de sommet B.
4) Déduire des questions 2) et 3) que 
[image: image149.wmf]AB

AC

IB
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.

Partie 3 : deuxième méthode.
1) Construire la hauteur issue de A dans le triangle ABC. Elle coupe [BC] en A
[image: image150.wmf]1

. Placer A
[image: image151.wmf]1

.
2) Construire la hauteur issue de I dans le triangle AIB. Elle coupe [AB] en C
[image: image152.wmf]1

. Placer C
[image: image153.wmf]1

.
3) Construire la hauteur issue de I dans le triangle AIC. Elle coupe [AC] en B
[image: image154.wmf]1

. Placer B
[image: image155.wmf]1

.
4) Exprimer de deux façons l’aire du triangle AIB. En déduire que 
[image: image156.wmf]AH
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.
5) Exprimer de deux façons l’aire du triangle AIC. En déduire que 
[image: image157.wmf]AH

IB

AC

IC

1

=

.
6) Que pensez-vous des longueurs IC
[image: image158.wmf]1

 et IB
[image: image159.wmf]1

 ? Justifier la réponse.
7) Déduire des questions 4), 5) et 6) que les longueurs IB et IC sont proportionnelles aux longueurs AB et AC.

VIII) Problème n°8. Devoir à la maison destiné à des élèves de troisième, pouvant se prolonger en seconde.

1) Première partie : étude d’un cas d’égalité d’aires

ABIC est un carré de côté AB=6cm.

M étant un point variable sur le segment [AB],on pose AM=x.

On construit le carré AMNP ,avec le point P sur le segment [AC].

a) Exprimer en fonction de x l’aire a du carré AMNP et l’aire b du polygone en « L » BICPNM.
b) Résoudre l’équation a=b, c’est à dire déterminer la valeur de x pour laquelle les deux aires a et b sont égales.

c) Ecrire la solution sous la forme 
[image: image160.wmf]v

u

avec u et v entiers et v le plus petit possible.
2) Deuxième partie : étude du maximum d’une aire 
ABC est un triangle rectangle et isocèle en A.On pose AB=AC =6cm.
M étant un point variable sur le segment [AB],on pose AM=x.

On construit le rectangle AMDE avec D sur le cercle de centre A et de rayon AB et avec le point E sur le segment [AC].
a) Quelles sont les valeurs de x possibles ?
b) Exprimer en fonction de x le nombre DM² 
c) On note a l’aire du rectangle AMDE. Exprimer a² en fonction de x.
d) On pose a=x² et b = 36 – x². Exprimer a en fonction de a et b.
e) Démontrer la formule 4ab = (a + b)² – (a – b)² pour tous nombres a et b.
f) En déduire que 
[image: image161.wmf](
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g) Montrer que a² est maximum si a=b. Calculer ce maximum.
Si on suppose que a est maximum quand a² est maximum montrer que le maximum de l’aire a est 18 cm².
3) Troisième partie : Inégalités et Moyennes.
Dans la partie II ,on a montré que 
[image: image162.wmf]aab

=

, que 
[image: image163.wmf]2
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 et que a ( 18.

[image: image164.wmf]ab

 s’appelle la moyenne géométrique des nombres positifs a et b et 
[image: image165.wmf]2
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+

 s’appelle la moyenne arithmétique de ces deux nombres.
a) Montrer que si a=b alors les 2 moyennes sont égales.
b) Calculer les moyennes géométriques et arithmétiques des couples de nombres suivants :
	a
	16
	16.5
	17
	17.5
	18

	b
	20
	19.5
	19
	18.5
	18
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4) Quatrième partie : Etude de la fonction.
On définit, lorsque x est compris entre 0 et 6, la fonction f par 
[image: image168.wmf]2
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Cette fonction est associée à l’aire a et l’on a A=f(x)
a) Remplir le tableau de valeurs :
	x
	0
	1
	2
	3
	4
	4,5
	5
	6
	
[image: image169.wmf]18



	f(x)= x[image: image170.wmf]²

36

x

-


	
	
	
	
	
	
	
	
	


b) Construire une courbe reliant les points de coordonnées(x ; f(x)) sachant que 
[image: image171.wmf]2
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c) Evaluer approximativement la valeur de x pour laquelle f(x) est maximum et préciser ce maximum qui est aussi celui de a
En abscisse : unités : 1cm pour 2 ; en ordonnée 1cm pour 1

Merci à tous les collègues qui ont fait parvenir de tels devoirs. Tout en ayant le souci de l’exhaustivité les doublons ont été évités afin de ne pas faire figurer en fin de brochure plusieurs devoirs très voisins.

Bilan du questionnaire formation continue.

Comme chaque année, les réunions de novembre sont l’occasion de recueillir les vœux des professeurs présents au sujet des stages de formation qu’ils souhaitent voir mis en place dans le courant de l’année scolaire suivante. Cette année, cette analyse fut d’autant plus intéressante que des professeurs de lycées et de collèges étaient réunis.

Chaque participant pouvait ordonner cinq vœux de 1 à 5. Lors du dépouillement, j’ai affecté à chaque voeu, comme coefficient, son complément à 6. Ainsi le vœu n° 1 était noté 5,…afin de dégager les tendances fortes des demandes.

Le tableau ci-dessous résume l’ensemble pour chacune des douze réunions, le cahier des charges du PAF 2004-2005 a été rédigé en accord avec les priorités ainsi mises en évidence.

	 
	Séquences
	Géoplan-Géospace
	Evaluation
	Présentation
	Tableur
	Histoire
	Individualisation
	Collège-Lycée
	Statistiques
	Théorie et enseignement
	Arithmétique
	Géométrie
	CM2-6e
	Calcul formel
	IDD TPE
	Concours
	Remise à niveau
	Internet
	Lycée enseignemet sup

	Autun
	56
	46
	47
	9
	23
	36
	41
	26
	16
	14
	24
	42
	5
	11
	18
	9
	9
	20
	7

	Charles de Gaulle
	53
	38
	25
	17
	29
	43
	17
	18
	26
	4
	28
	22
	9
	11
	17
	15
	2
	24
	1

	Charolles
	52
	23
	42
	14
	21
	34
	24
	38
	24
	13
	33
	13
	28
	3
	9
	15
	9
	5
	3

	Alain Colas
	99
	25
	49
	33
	40
	60
	14
	18
	16
	33
	17
	8
	18
	16
	14
	12
	5
	2
	4

	Nuits
	47
	48
	41
	23
	50
	25
	23
	6
	24
	16
	22
	4
	20
	9
	13
	7
	14
	7
	5

	Clamecy
	59
	31
	35
	35
	36
	29
	36
	30
	17
	39
	20
	14
	14
	9
	19
	17
	5
	2
	10

	Tournus
	52
	49
	17
	43
	38
	35
	29
	39
	49
	17
	23
	24
	9
	23
	8
	4
	28
	7
	5

	Auxerre
	54
	40
	24
	57
	39
	29
	22
	37
	16
	30
	23
	14
	22
	30
	4
	13
	4
	0
	2

	Pardé
	68
	89
	31
	71
	50
	24
	14
	14
	12
	41
	9
	12
	8
	19
	14
	13
	16
	4
	14

	Chatillon
	20
	35
	29
	17
	14
	14
	30
	7
	13
	7
	10
	8
	11
	11
	14
	9
	1
	5
	5

	Mathias
	48
	59
	42
	62
	30
	22
	24
	24
	26
	25
	14
	28
	11
	11
	5
	20
	15
	9
	5

	Sens
	55
	32
	36
	33
	23
	33
	39
	34
	14
	14
	4
	16
	16
	4
	21
	7
	9
	10
	1

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Totaux
	663
	515
	418
	414
	393
	384
	313
	291
	253
	253
	227
	205
	171
	157
	156
	141
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	95
	62
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Testé plusieurs fois (jusqu’au 3. ) en TD en fin de 3ème avec des élèves de bon niveau. Il faut compter 1h à 1h30mn de travail ils ont tendance à abandonner. Ils manquent de ténacité et de confiance en eux. Ils attendent trop des calculs simples.
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ABC est un triangle rectangle et isocèle en A. On pose AB=AC=6. M étant un point variable sur le segment [AB], on construit le rectangle AMDE comme indiqué sur la figure ci-contre où l’on a construit le quart de cercle de centre A et de rayon AB.


On se propose d’étudier les variations de l’aire du rectangle AMDE « en fonction de » la position de M sur le segment [AB] et de déterminer une éventuelle position de M pour laquelle cette aire est maximale.
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