Variables suivant une loi à densité
Activités introductives

Activité 1- Introduction de la loi uniforme sur 
[image: image104.emf], selon le document d’accompagnement 2002
1. Soit 
[image: image2.wmf]2
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 l’ensemble des réels de 
[image: image3.wmf][0;1[

 dont l’écriture décimale comporte au plus deux chiffres après la virgule. On choisit au hasard un nombre dans 
[image: image4.wmf]W

.

a) Déterminer le nombre d’éléments de 
[image: image5.wmf]W

.
b) Quelle est la probabilité de chaque nombre ? 

c) Quelle est la probabilité de l’événement 
[image: image6.wmf]{/[0,3;0,7[}
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d) Si 
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 et 
[image: image8.wmf]b

 sont deux éléments de 
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, quelle est la probabilité de 
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2. Soit 
[image: image11.wmf]k
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l’ensemble des réels de 
[image: image12.wmf][0;1[

 dont l’écriture décimale comporte au plus k chiffres après la virgule. On choisit encore au hasard un nombre dans 
[image: image13.wmf]W

.

Mêmes questions.

3. Si 
[image: image14.wmf][0;1[
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, comment peut-on répondre aux mêmes questions ?

Activité 2- Introduction à la notion de fonction de densité 

Une enquête téléphonique auprès des clients d’une banque dont les mensualités de remboursement de crédit à la consommation  sont comprises entre 100 et 400 euros par mois  a été réalisée.

Partie A

Voici la répartition des mensualités par classe d’amplitude 50.

	Intervalle
	[100 ; 150[
	[150 ; 200[
	[200 ; 250[
	[250 ; 300[
	[300 ; 350[
	[350 ; 400[

	Fréquence
	0,443
	0,223
	0,133
	0,089
	0,063
	0,049


1. Tracer un histogramme dont l’aire totale est égale à 1 unité.

INFO TICE : 

Sur Geogebra 4, on peut utiliser  la fonction 

 Histogramme[ <Liste Bornes Classes>, <Liste Hauteurs> ]

(Il faut 7 valeurs pour <Liste Bornes Classes> et 6 valeurs pour <Liste Hauteurs>)

2. On interroge au hasard une des personnes auprès desquelles a été réalisée l’enquête. On choisit comme loi de probabilité sur l’univers de cette expérience aléatoire, la distribution des fréquences donnée par le tableau et on note X la variable aléatoire  qui représente le montant mensuel du remboursement.

a) Quel est l’ensemble des valeurs prises par X ?

b) Déterminer la probabilité de chacun des événements : 
[image: image15.wmf](200)
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 ; 
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c) Pouvez-vous déterminer 
[image: image17.wmf](120150)
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 et 
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Partie B 

On s’intéresse à des résultats de l’enquête plus précis, avec des classes d’amplitudes 10.
Si l’on note 
[image: image19.wmf]k
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 l’intervalle 
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, où k est un entier compris entre 10 et 39, on a obtenu les résultats suivants.
	I10
	I11
	I12
	I13
	I14
	I15
	I16
	I17
	I18
	I19

	0,121
	0,101
	0,085
	0,073
	0,063
	0,056
	0,049
	0,044
	0,039
	0,035


	I20
	I21
	I22
	I23
	I24
	I25
	I26
	I27
	I28
	I29

	0,032
	0,029
	0,026
	0,024
	0,022
	0,021
	0,019
	0,018
	0,016
	0,015


	I30
	I31
	I32
	I33
	I34
	I35
	I36
	I37
	I38
	I39

	0,014
	0,013
	0,013
	0,012
	0,011
	0,011
	0,010
	0,010
	0,009
	0,009


1. Calculer 
[image: image21.wmf](120150)
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et 
[image: image22.wmf](180220)
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 ; comparer avec les résultats de la partie A.

2. Pouvez-vous calculer 
[image: image23.wmf](124,5141,3)
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 ?

3. Voici l’histogramme avec des intervalles d’amplitude 10, d’aire totale 1.
[image: image24.emf]
On peut définir une fonction f en escalier  sur l’intervalle [100 ; 400[ à l’aide du tableau suivant :

	
[image: image25.wmf]x
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	I10
	I11
	I12
	I13
	I14
	I15
	I16
	I17
	I18
	…

	
[image: image26.wmf]()
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	0,0121
	0,0101
	0,0085
	0,0073
	0,0063
	0,0056
	0,0049
	0,0044
	0,0039
	…


On peut remarquer que l’aire sous la courbe de la fonction  f  est égale à l’aire de l’histogramme et est égale à 1.
Dans ce cas, pour tous réels a, b tels que 
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, on peut définir la probabilité de l’événement 
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 comme étant l’aire du domaine plan défini par 
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En utilisant des intervalles d’amplitude m de plus en plus petite, on peut construire des histogrammes d’aire égale à 1 et une fonction continue  f  tel que les histogrammes seront de plus en plus proches du domaine plan « sous la courbe » de la fonction f.

Cette courbe est en quelque sorte une courbe de tendance de l’histogramme.

Dans cet exemple, on peut prendre la fonction f  définie sur [100 ; 400] par : 
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On peut définir la probabilité de l’événement 
[image: image31.wmf]()
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 par l’aire du domaine plan défini par 
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a) Comment calculer la probabilité de la question 2 à l’aide de la fonction f ? Effectuer le calcul.

b) Justifier sans calcul les résultats suivants en donnant une interprétation des intégrales en termes de probabilités :

· 
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· pour tout réel a et b tels que 
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, on a 
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Activité 3 – Introduction aux lois à densité à partir de lois uniformes (séries S, STI2D, en approfondissement)
(Note : les connaissances sur la fonction « tangente » ne figurent pas parmi les exigibles des programmes.)

Soit O(0 ; 0), I (1 ;0), J(0 ;1).

On choisit au hasard un point M sur le segment [OI] selon la loi uniforme sur ce segment. Cela revient à dire que son abscisse x suit la loi uniforme sur [0 ; 1]. 

On pose 

, exprimé en radian.

1) Quelles sont les valeurs prises par T ?
2) Calculer 
[image: image38.wmf]()
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, pour 
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3) Vérifier qu’il existe une fonction continue  f  telle que, pour 
[image: image40.wmf]π
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, on a : 
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4) Mêmes questions si l’abscisse de M est choisie au hasard sur la demi-droite 
[image: image42.wmf][0;[
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.
Quelques exercices

Exercice 1
Exercices tirés du cédérom d’accompagnement des programmes 2002

1. Soit I = [1 ; 10] et une variable  X dont la loi a pour densité f sur I avec 
[image: image43.wmf]2
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. Déterminer 
[image: image44.wmf]l
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2. Soit I = 
[image: image45.wmf][1;[
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 et une variable  X dont la loi a pour densité f sur I avec 
[image: image46.wmf]2
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. Déterminer 
[image: image47.wmf]l

.

3. Soit I = [0 ; 1] et une variable X dont la loi a pour densité f sur I avec 
[image: image48.wmf]3

()4

ftt

=

. 

Calculer 
[image: image49.wmf]([0,25;0,75])

P

. 

Calculer m tel que si on choisit un nombre dans I suivant cette loi, la probabilité qu’il soit inférieur à m soit égale à 0,5.

4. Soit I = 
[image: image50.wmf][0;[
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 et une variable  X dont la loi a pour densité f sur I avec 
[image: image51.wmf]2
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Calculer 
[image: image52.wmf]([,1])
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Calculer m tel que si on choisit un nombre dans I suivant cette loi, la probabilité qu’il soit inférieur à m soit égale à 0,5.

Exercice 2 : une loi uniforme quelconque à partir de celle sur [0 ; 1]

Montrer que si une variable U suit la loi uniforme sur [0 ; 1], alors la variable 
[image: image53.wmf]()
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 suit la loi uniforme sur [a ; b].
Exercice 3 : avec deux lois uniformes dans [0, 1]  (exercice pour le professeur, hors-programme)
X et Y sont deux variables indépendantes qui suivent chacune la loi uniforme dans [0, 1].

Déterminer la loi des variables :

-   
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Problème de synthèse en série S – Le problème de la rencontre

Énoncé
Roméo et Juliette ont rendez-vous sur la Place aux Herbes de Vérone entre 8h et 9h du soir. Chacun des amoureux décide de façon aléatoire de son instant d’arrivée, dans la tranche horaire considérée. Sachant que chacun des deux n’attend pas l’autre plus d’un quart d’heure, on s’intéresse à la probabilité p que la rencontre ait lieu. (On suppose que p existe.)
On note R l’événement « la rencontre a lieu ».

1. Simulation de l’expérience
Simuler l’expérience à l’aide d’un tableur et conjecturer la valeur de p.

2. Modélisation discrète simple

L’heure est découpée en 4 quarts d’heure numérotés 1, 2, 3, 4. Chaque amoureux choisit aléatoirement l’un des quatre numéros par tirage dans une urne. Les résultats de l’expérience peuvent être assimilés à des couples de nombres (a, b) où a et b sont des entiers compris entre 1 et 4.

On considère les deux événements A1 : « 
[image: image56.wmf]ab

=

 » et B1 : « a et b sont égaux ou consécutifs ».

a) Calculer 
[image: image57.wmf]1
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 et 
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b) Prouver que 
[image: image59.wmf]11
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. En déduire l’encadrement 
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3. Modélisation discrète plus générale et calcul effectif de p
Soit n un entier supérieur ou égal à 1. L’heure est découpée en 
[image: image61.wmf]4
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 intervalles de temps égaux numérotés 1, 2, …,
[image: image62.wmf]4
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. Chaque amoureux choisit aléatoirement l’un des 
[image: image63.wmf]4
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 numéros par tirage dans une urne. Les résultats de l’expérience peuvent être assimilés à des couples de nombres (a, b) où a et b sont des entiers compris entre 1 et 
[image: image64.wmf]4
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On considère les deux événements 
[image: image65.wmf]n
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 : « la distance entre a et b est inférieure ou égale à 
[image: image66.wmf]1
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 » et 
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 : « la distance entre a et b est inférieure ou égale à n ».

a) Démontrer que 
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b) Vérifier que les couples 
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 de 
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 sont donnés par le tableau suivant.
	Valeurs de a
	1
	2
	…
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	Nombre de valeurs possibles de b
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En déduire que 
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c) Vérifier que les couples 
[image: image85.wmf](,)

ab

 de 
[image: image86.wmf]n

B

 sont donnés par le tableau suivant.
	Valeurs de a
	1
	2
	…
	n
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	Nombre de valeurs possibles de b
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En déduire que 
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d) Calculer alors la valeur de p à l’aide d’un passage à la limite.
4. Modélisation continue

On assimile l’univers au carré unité, l’événement R au domaine défini par 
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Représenter graphiquement la situation, et calculer p.
Variables suivant une loi à densité
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