OLYMPIADES ACADEMIQUES DE MATHEMATIQUES

SESSION 2006 Eléments de correction

EXERCICE 1: «la spirale».

Quelques notations et calculs préliminaires.

Notations. Sin est un entier naturel strictement positif, appeléy, A',, B,, C,, D,, E, les points du plan de
coordonnées A, (n,0), A, (-n,0), B,(n,n), C,(-n,n), D,(-n+1,-n), E,(n,—n) . La spirale est donc la ligne
brisée OD,E,B,C,D,...D,E,B,C,... Notons que\, est le milieu du segme|ﬁEan] et queA', appartient au

segment[Cn Dn+1]
Calculs préliminaires. On remarque quE(A) =3, 1(A,) =3+11=3+ (3+8),1(A;) =3+ (3+8) + (3+2x8)
ce qui permet d'imaginer qué¢A,) =3n+8(1+2+...+(n-1))=3n+ 8@ =4n? - n lorsquen est un
entier naturel non nul. On peut s'assurer que ¢etteule est encore vraie au rang suivant car
l (Ah+1) =1 (Ah) + Ath + Bncn +CnDn+1 + Dn+1En+1 + En+1A1+1 = (Ah) +n+2n+2n+1+2n+2+n+1. On
en déduit qud(A,,;) =I(A,) +8n+4=4(n+1)? - (n+1). On montre de méme quéA',) =4n*+3n. Bien
entendu, la récurrence n’est pas exigée en premieeedémarche empirique sera acceptée.

1) SiOA=5, A=A, ou A= A doncl(A) =950ul(A) =115.

2) B appartient au segmefB,50:Co00s] donc!(B) =(Ays06) + AsoosBaoos + BaoosB €t

[(B) = 4(2006§2 - 2006+ 2006+1= 4(20062 +1=16096145
3) 1(C)=2006. recherchons un entietel quel (A, ) soit assez voisin de 2006. Résolvons donc I'égnatio

++/32097

4n? —n-2096=0 dont la solution positive est— 225. [(Ay3) =2093, 1(Ay,) =1914

etl(A',,) =2002. Le pointC a donc pour coordonneésZZ,—4) .
4) Soit M (n, p) un point a coordonnées entieres du plan distin@ de

a) Supposon:n=0.
(1) Si|pl<n alorsM O[E,B,].
(2) Si|p>n alorsM D[CpoJsi p>0 et M D[D_pE_szi p<0..

b) Supposons1<0.
(1) Si |p| <-n+1 alorsM D[C_nD_n+1].
(2) Si|p=-n+1alors M D[CpoJsi p>0 et M D[D_pE_p]si p<0.

Dans tous les cab] appartient a la spirale.

EXERCICE 2 : « sur le toit»
NotonsA, B, C, D les sommets du rectangM,le sommet du méatl son projeté orthogonal sur le plan du rectan-
gle,P Q, R, Sles projetés orthogonaux #esur les cotés du rectangle, posansAH, b =BH, ¢ = CH, x = DH.
D’aprés le théoréme de Pythagore, nous avons

R

d'une part : ~b? =(HP? + AP?)- (HR? +BR?)=HP? ~HR? ¢ c
et d'autre part : x° —c2 = (HP2 + DP?)~ (HR? + CR?) = HP? - HR?
On en déduit x> —c? = a® -b?.

Comme, toujours par Pythagore :
|\/|D2—|v|02=(x2+|\/|H2)—(c2+|\/|H2)=x2—c2 et A 5 D
MA? - MB? = (a +MH ) (b2 + MH2)=a2 -b2il en résulte que :

MD? = MA? + MC? - MB?
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Application numérigue avecMA = 7,MB = 1, MC = 4, cela donneMD = 8 métres .

EXERCICE 3 : « les licornes»

1°) a) Supposong=r par exemple, alofis rencontres &r » conduiront a I'ensemble {0y3;b+r}.
On raisonne de méme pour les autres cas.
b) On suppos&>0 etr = b+3. Aprés une rencontrer« » la population serfb+2, b+2, v-1}, il suffit
alors d’appliquer le résultat a).
¢) On suppose>k>0 et r = b+3k. Au bout dek rencontres «v », la population serabf+2k, b+2k, v—k}
d’ou le résultat en appliquant encore a).

2°) SiP={1,2,3} I'arbre suivant montre toutes les évoluisopossibles de la population et cette évolutiarces
clique :

{o18} - {204 - {123}
{123 - {{042} - {231}
{312}
La population ne peut donc pas devenir unicolore.
3°) Supposons que rencontres aient eu lieu et posons n,, +n,, +n, ou n,,N,, N, sont des entiers

positifs ou nuls et désignent respectivement lesbies de rencontres entre des licornes bleuesigés , bleues
et vertes, rouges et vertes.

Compte tenu de la régle des couleurs, le nombrécaimes bleues sera modifié &, —n,, —n,,, le
nombre de licornes rouges sera modifié 2fg, —n,, —N,,, le nombre de licornes vertes sera modifié de
2nbr -n, — Ny, cOmMmen=n, +n, +n,, la populatlon de licornes, a lissue de cesencontres sera

{b n+3nrv, n+3nbv,v—n+3nbr}.
La population sera donc unicolore au boutmesncontres si et seulemenbsir oub-vour-vest multiple de

EXERCICE 4 : « les cylindres en papies

1) Le premier cylindre a pour hauteur 29,7 cm et payon de basng% cm, son volumeV, est donc

2
V= 24—1><297 1042cm?. Le second cylindre a pour hauteur 21cm et powrrale ba3(§29—70m son
T

29,77

47t
2) Dans une feuille de papier de format A4, on enliex triangles de mémes dimensions, on dispose donc

d’un parallélogramme dont l'aire eft=21(29,7 — x) = hy/21% + x?

volumeV; est donc ¥V, = x21=1474nT . Les deux cylindres n’ont pas le méme volume.

Le premier cylindre a pour hauteur 21cm et pouonage bas ZQgT—x .Son volume est donc
29,7 - x)*
0= BT o1
T

2 2
Le second cylindre a pour hautduet pour rayon de basele Son volume est donc
22 +x ) 21x (29,7-x) _ 21x (297 - X) X/ (212 +x2%)
V,(X) =
4n V212 + X2 4n
29,72 -21% _ 4901 297

V,(X) =V, (X) siet seulement o212 —x? = 29,7 — X) soit X = — = = 742=——
(9 =V5(%) sf @97-%) S04 " 660 .
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