OLYMPIADESACADEMIQUESDE MATHEMATIQUES

SESSION 2007
CLASSE DE PREMIERE
DUREE : 4 heures.

Les quatre exercices sont indépendants.
Les calculatrices sont autorisées.

EXERCICE 1: «un probleme de tas »

On dispose de 7 objets que 'on répartit en audantias que I'on veut, chaque tas contenant autabjets que
I'on veut. Une manipulation consiste a enlever bjeibde chaque tas et a faire un nouveau tas dets @insi
récuperés.

Exemple une répartition possible au départ sera notgd (4
elle signifie qu'on a deux tas, I'un de 4 objet$aitre de 3 objets
aprés une manipulation, on obtiendra donc la rifjoar(3,2,2).

On considére que les répartitions (4,3) et (3,4) stentiques, de méme les répartitions (3,2,23,2 et (2,2,3)
sont identiques.

1) On place les 7 objets en un seul tas ; la régartdst donc (7). Quelle répartition obtiendra-tapnés :
a) 3 manipulations ?
b) 7 manipulations ?
¢) 11 manipulations ?
d) 2007 manipulations ?

2) Ici, on ne connait pas la répartition initiale,isn@prés 2007 manipulations, on obtient la répantit
(4,2,1). Indiquer toutes les répartitions initigpessibles.

3) Paul et Virginie jouent ensemble. Au départ, P&pake les objets sans montrer la répartition giMie,
puis il simule sur son ordinateur 2007 manipulaienne montre a Virginie que la répartition findle
demande alors a Virginie de deviner la répartitivtiale. Virginie réfléchit et avoue ne pas savair
pondre car elle hésite entre trois répartitions.

Sachant que Virginie a raisonné correctement, guépartition finale a-t-elle vue ?

EXERCICE 2 : «les pesées frauduleuses

Vers I'an 250 de notre ere, vivait a Alexandrierlathématicien Diophante. Celui-ci avait remarqué cgrtains

marchands d’orge trugquaient leur balance a plateauwaccourcissant I'un des fléaux : ils trompaiestclients

sur la quantité en placant les masses du cétédu fé plus court. (En effet, a I'équilibre, le gwd de la masse
par la longueur du fléau, exprimés dans la mémig uest le méme de chaque coté.)

Pour punir les marchands malhonnétes, Diophantepieposait de mettre alternativement les masses da

plateau, puis dans l'autre : un client serait léséuivant avantagé ... et les fraudeurs étaientelide s’en tirer
a si bon compte.

1) Un marchand ayant raccourci un fléau de 10 % a&alisé dans la journée 180 pesées d'un kilogramme,
en suivant la régle de Diophante. Quelle quantiégd avait-il perdue ?

2) Méme question pour un marchand ayant raccourdiéau fde 20 %, apres avoir réalisé 160 pesées d'un
kilogramme.

3) Montrer qu’avec la regle de pesée de Diophante fi@au raccourci cause un préjudice a son auteur,
apres un nombre pair de pesées.
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EXERCICE 3: «des trapezes de méme aire

Le but de cet exercice est de déterminer les tegpéactangles qui, sous certaines conditions denltigs et
d’angles, sont partagés en deux trapezes de mémeai une parallele donnée a leurs bases.

1) Question préliminaire :
Existe-t-il un couple d’entiers naturels, p) tel que :n? — p* =8 ? En existe-t-il plusieurs ?

(Le résultat de cette question peut étre explaitésda suite de I'exercice, selon la méthode édipour la trai-
ter).

D C
2) On considere les trapézes rectangd8CD de
bases[AB] et [CD] tels que :
. ABC=45
¢ les distance#\B, AD et CD sont des nombres
entiers, etAD > 2.

Soit M le point du segment[AD] tel que M N
AM =2.

Déterminer les distancesB, AD et CD de sorte
que les aires des trape2d5IBA et MNCD soient égales. A B

Indication: On pourra faire apparaitre sur la figure desarnigles isocéles.

EXERCICE 4: « périodes»
f(x)=2x si0< xs1
On considére la fonctioihdéfinie sur l'intervalle [0, 1] paK: 2

f(x)=2-2x si%<xs1

1) Représenter graphiqguement la foncti@ montrer que < x<1, alor0< f(x)< 1

X = (%)
Un nombrex, D[O;l] étant choisi, on fabrique une suite de nombrepesant :X2 - f(xl) ,
X = f(x,)
etc

2) Ou I'on étudie quelques cas particuliers.

1 . N
a) On posex, :E' Montrer que la suite obtenue est constante & plars.

b) On posex, =1£1 Ecrire les 5 premiers termes de la suite obtenea e&duire la valeur deggo>.

c) Peut-on trouver une valeur dg telle que la suite de nombres se répete tousti@srés ? tous lgs
termes p étant un entier non nul quelconque) ?

3) Montrer que six, est un nombre rationnel, la suite de nombresésgique (c’est-a-dire qu’elle se ré-
péte a partir d’'un certain rang).
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