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CORRIGE

EXERCICE 1: «La bonne somme
On veut placer les entiers 1, 2, 3, 4, 5, 6 dassrcles représentés ci-contre, de telle
sorte que la somme S des trois nombres placéshague c6té du triangle équilatéral
soit la méme sur les trois cotés.

1) Donner une configuration solution du problém¥oir ci contre

2) Quelles sont toutes les valeurs possibles de larso8 ?
Appelons a, b, ¢, les nombres « posés » sur les sommets, la soBmérifie :

3S=21+ a+ b+ ¢ soit S=7+%(a+ b+ 9. La valeur minimale dea+b+ c est

1+2+3=6, la valeur maximale est 4+5+6=15.
Sne peut donc prendre quelesvaleurs 9, 10, 11, 12.

3) Donner les configurations solutions, lorsqu’ellegséent, pour toutes ces valeurs
de la somme S.
IL faut étudier les 4 cas successivement :
 S=9.donca+b+ c=6. Cette somme ne peut étre obtenue qu’'avec letripl
1,2,3. On obtient la configuration ci-dessus.

* S$=10. donca+ b+ c=9. Cette somme est obtenue avec les trois triplets
(1,2,6) ; (1,3,5), (2,3,4).le premier et le trome@triplet ne fournissent pas de
solution , le deuxiéme conduit a la solution ante :
+ S=11:donca+ b+ c=12. Cette somme est obtenue avec les trois triplets
(1,5,6) ; (2,4,6), (5,3,4).le premier et le trometriplet ne fournissent pas de
solution , le deuxiéme conduit a la solution antce :
» S=12:donca+ b+ c=15. Cette somme est obtenue avec le seul triplet
(4,5,6) qui fournit une quatrieme et derniére sotut duale » de la premiére (4 @ 6

EXERCICE 2: «Les bons nombres

On dit qu’'un nombre entier supérieur ou égal a R«ebon » s'il peut s’écrire comme la somme de rmeskn-
tiers naturels non nuls, distincts ou non, dorgdenme des inverses est égale a 1.

On dit qu'il est « mauvais » s'il n'est pas « ban »

1) Déterminer pour chacun des nombres entiers de @ slillest « bon » ou « mauvais ».
On peut simplifier I'étude en éliminant toutes dtEcompositions qui contiennent au moins deux «tlat moins
deux « 2 ». On trouve ainsi que parmi les nombee4 d 10, les seuls qui soient « bons » sont#).9,

2) Montrer que le carré de tout nombre entier supériwégal a 2 est « bon ».

. . 1.1 1
Soitn un entier naturel plus grand que 2. Alofs= n+ n+...+ net =+=+...+~=1 doncn? est bon.

Y~ n n n

%/—/

n fois

3) Montrer que si n est « bon », alors 2 n + 2 et2&isont « bons ».

n fois

Supposons quen soit bon, il existe une suite dentiers,a,,...,a, tels que n=a+a+..+3a, et

i+—1+ +—1—1 2n+2=2a + 28+ .+ 23, + zeton ai+i+ A+ 1 +—1——1+—1—1don02n+2

a & Y 28, 2a, 2a, 2 2

est bon.

De méme2n+9=2a + 23, + ..+ 24, + (3+ 6 eton ai+—1+ 4 1 1+—1——1+—1=1 donc2n+9 est
28, 2a, 23, 3 6 2

bon.
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4) On admet que tous les nombres entiers de 24 ari5dmons ».
Appelonsf etg les fonctions affines définies pdr(x) = 2x+ 2 etg (x)= 2x+ € D’aprés ce qui précede, rsiest
bon, f(n) etg(n) le sont aussi. Les nombres entiers compris edtiet B5 ont pour images piales entiers pairs

compris entre 50 et 112 et gales nombres entiers impairs compris entre 57 8t ©h peut donc affirmer que si
les nombres entiers compris entre 24 et 55 sord,bban est de méme des entiers compris entr¢ 563 Par
récurrence, tous les entiers supérieurs a 24 smst b

EXERCICE 3: «La Sangaku »

Au Japon, les Sangakus sont des tablettes commiivesraffertes dans un sanctuaire pour remercierdeeux
de la découverte d’'un théoreme ; elles comport@st problémes de géométrie qui mettent en jeu dekese
inscrits dans une figure donnée.

Dans le probleme qui suit, on considére un triang&C rectangle en A dont les cote

de I'angle droit ont pour mesures respectivdB =4 et AC=3.

1) Calculer le rayonr,du cercle inscrit dans ce triangle.

Chacun des triangléBAB, OAC, OBC a une hauteur égalerala somme de leurs aireas
est égale a l'aire du triangheBC donc3r+4r +5 =12etr =1. C

2) Deux cercles de méme rayon sont tangents a deég ddttriangle et tangents entre
eux, comme sur la figure ci-contre.
Posons2a = A'B=4- 2r. Comme les triangleABC et A’'BC’ sont semblables, on a

A'C :%x 2a :ga etBC '=—2a ou (A'C") est la tangente commune aux deux cercle £

A
PuisqueO est le centre du cercle inscrit au triangleBC', on peut reprendre le raison-

nement de 1°). On obtien%‘ar +751ar +ar =ga2 soit r =%a puisque dans cette questiore -2, r =§.

3) Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
a) Exprimer en fonction de n le rayop de chaque cercle.

Le résultat précédent s’applique av&t =4-2(n— 1y soita=2-(n—-1r. On obtlentr—i.

n+1
L1
b) Ce rayon est égal&— si n=4015.
2008
EXERCICE 4: «Un partage équitable»
X
1) Léonard est géometre. Il veut partager un carr&di@ 1 en trois parties de méni
aire selon le schéma ci-contre.
Quelle valeur doit-il donner a x pour arriver a dass ?
2 o
x=— de maniere immédiate
3 X
2) Mais Léonard est aussi esthéete. Ne trouvant pagété sa construction, il décid
de supprimer la zone triangulaire hachurée. Aims trois parties restantes sof X
triangulaires. Peuvent-elles avoir la méme aire ?.
Pour cela il faut et il suffit que air®BI) = aire@IH) — aire(HC) soit
X 1- x)? . . N
Ez(l—x)—%. x est alors la solution positive de I'équatioh+ x—1=0 que
+/5 = ’

, s . -1
I'on noteraa. Les éleves de premiére S peuvent conclure=:
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3) Et Léonard est mathématicien. Ayant réalisé grossi&nt (ci contre) la
construction de la question 2, il mene du pointddperpendiculaire (HJ) a la
droite (AB). Il a limpression que les droites (KHJJDI) et (AC) sont
concourantes. |
Qu’'en est-il ?

Dans le repéréA, AB, AD), le pointl a pour coordonnée@,1-a) et la droite DI) A

B
a pour équatiory =—ax+1. Cette droite coupe la droitAC) d'équationy = x au H

point d'abscissex>0 solution de I'équationx=-ax+1. Il vient x=1+—. Comme a est solution de
a

a’+a-1=0, on en déduit que :1%. Léonard a bien vu.
a
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