OLYMPIADESACADEMIQUESDE MATHEMATIQUES

SESSION 2010

CORRIGE (Possible mais non unique)
EXERCICE 1
1) On constate que le motif se retrouve 6 fois damgdace. Donc I'angle vaut 60°.
2) Question de rayons
a. NotonsD le sommet tel qUACD soit rectangle eb. La droite AC) étant une bissectrice, on a

donc CAD = 30° , donc BCD=60°. PuisqueBC = DC, le triangleBCD est donc équilatéral.

D’'autre parth\A: 30° donc le triangléABD est isocéle eB, d’ou BD = BA. Finalement, on
trouve bienAB= BC.

b. NotonsE le centre du petit cercle ete rayon de ce cercle. En appliquant le résulétédent, il
vient AE=2r et commeEB = r, on obtientAB= R=3r.

3) Ondoitavoir AD=3V3, clest-a-dire,/(2R)" - R =3/3, d'otl R=3. Puisr =1.
NE

4) Sir =% , alors l'autre c6té du petit triangle vauf3 =73, donc I'aire du petit triangle 65\8@'

D’autre part, on aR=3r =§, donc l'aire du grand triangle eg%@

L'aire de la partie colorée située a l'intérieurtdangleACD s’obtient en retranchant a I'aire du grand
triangle : I'aire du petit triangle, celle du saatdBEF (ouF est le point tel qUAEF est rectangle eR),
et celle du secteuBCD.

Cette aire est donc égale a ;% —ﬁ _E _Sx_ J3 n . L’aire totale est donc 12a.
8 8 12 24 24
EXERCICE 2
1) Exemples
a. Il existe au moins un nombre premier dans chageesrd?, donc on peut transformer tout nombre
non premier en nombre premier en modifiant le chiffes unités.
b. 100 n’est pas premier et 101 est premier, donces00n nombre quasi-premier.

2) Il existe une infinité de nombres premiers, done unfinité de dizaines contenant un nombre premier.
Choisissons un nombre premier dans chacune dezzesas, a partir de 10, et changeons son chiffee d
unités en zéro (ou en cing) ; le nombre obtendiégrent de 5 et il est divisible par 5, donc’gst pas
premier. Ces nombres sont donc des nombres quersigns et, étant distincts deux a deux (car situés
dans des dizaines différentes), il y en a uneiéfin

3) Encore des infinités

a. 200 n'est pas premier. Si I'on veut modifier unffrki pour obtenir un nombre premier, ce doit
étre nécessairement le chiffre des unités (cansiemombre obtenu reste divisible par 10). Or
aucun des nombres 201, 202, ..., 209 n'est premmmc200 n’est ni premier ni quasi-premier.

b. Le nombrea, =2310k+ 20( n’est pas premier (car divisible par 10). Si leeut modifier un
chiffre pour obtenir un nombre premier, ce doie&técessairement le chiffre des unités (car si-
non, le nombre obtenu reste divisible par 10). &1, a, +4 eta, +7 sont divisibles par 3,

a +2, a +6 eta, +8sont divisibles par 23, +5 est divisible par 5a, +3est divisible par 7,
et enfina, +9 est divisible par 11. Aucun de ces nombres n’esher, donca, n’est pas
qguasi-premier.

c. Les nombreqa,),, sont deux a deux distincts et forment donc unaiiéfide nombres qui ne

sont ni premiers ni quasi premiers.
4) Des nombres a la chaine
a. Lesnombres{90;91;92;93;94;95; 96}smmt pas premiers et on peut obtenir le nombre
premier 97 en modifiant leur chiffre des unités.s0at donc des nombres quasi-premiers.
b. On peut trouver une telle liste d’ordre supériepegtir de « trous » plus importants dans la ré-
partition des nombres premiers : {114 ; 115 ; 126} est une telle liste d’ordre 13.
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EXERCICE 3
1) Sixest le chiffre a ajouter a droite de la chainen’‘argue deux possibilités :
9+x—-4=0 ou 9 x—4 =11 et seule la deuxieme équation donne alnéan acceptable, qui est 6,
puisqu’un chiffre est un entier positif comprisren®d et 9. La chaine peut-étre prolongée en : %4 5».
2) Si on continue on obtient le chainonze « 75 @476 946 2 ..».
3) Lachaine « 7594 6 2 » se répéte constammergaiDa010 divisible par 6, donc le 261érme est 2.
4) Pour« 09 »onobtient«0990220990220Lachaine«099022» serépete constgaunm
Pour « 91 » on obtient « 9 1 3 2 » et le chain@st& bloqué » car les équatioBs x—2=0 et
3+ x—-2=11admettent comme solutions — 1 ¥ qui he sont pas des chiffres.
5) On trouve:
a. Si b=a, le prolongement est ab0 » .
b. Si b=a-1, c'estimpossible car les équatioasrx—-b=0eta+x—-b=11 donnent= -1
et x=11-@a—-b) =10 qui ne sont pas des chiffres.
c. Si b<a-1,onalechainonze a b (11-a+hb) » avec (11 -a + b) qui est bien un chiffre
car sia etb sont deux chiffesob<a-1,ona—-10<$b-a<-1doul<1l-a+b<10.Si
a<b,«a b(b—-a) »avedb—a est bien un chiffre car Olx—a < 10. Dans tous les cas, le pro-
longement est soit impossible (das a — 1) soit unique.
6) 1" cas:sa=b
Sia=b=0, onobtient «0000 ... » le chainonzelgstriodique donc a fortiori 6-périodique.
Sia=b=1, onobtient «1 10 » et le chainonze iaste longueur 3.
Sia=b aveca>1, onobtient @ a 0 (11-a) (11-a) 0a a..» lechalnonze est 6-périodique
sans blocage.
2°cas:a=b+1
la chaine se bloque et est de longueur 2.
Fcas:a=0etb=1
« 0110 » estle prolongement en un chainonzendgieur 4.
fcas: 0<a<hb,
«a b(b-a (11-a) (11-b) (11+a—-b) a b» estle prolongement en un chainonze 6-
périodique ou se blogue d’'aprés la question prédéde
* b-a=b-1, c'est-a-dira =1 et la chaine est de longueur 3,
e 11-b=11-a-1, cest-a-dirb=a+ 1 et la chaine est de longueur 5.
5°cas: Sibh=0eta>1
le prolongement esta 0 (11 -a) (11 —a) 0 a» et le chainonze est infini.
6°cas: Sia>b+1>1

«a b ((ll-a+b) (11-a (11-b) (@a—b) a b» le chainonze est 6-périodique ou se bloque si
11 -a=11-a+b-1, c'est-a-dirb = 1 et la chaine est de longueur 4.
On résume tous les cas dans un tableau dans fegreint 33 cas de blocage et 67 cas fournissanthai-
nonzes infinis et 6 périodiques.

a b 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 4
1 2 3 3 3 3 3 3 3 3 3
2 2 5
3 4 2 5
4 4 2 5
5 4 2 5
6 4 2 5
7 4 2 5
8 4 2 5
9 4 2
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EXERCICE 4
Partie A
1) Résolution de I'équation.
a. Si (a,b) estun couple d’entiers solution (ce qui impaseb), on obtient la relation cherchée en
multipliant les deux membres pa/l% et en élevant au carré.
b. La relation précédente imposad’étre un carré parfait d’ou le résultat.

2) Les couples solution sont nécessairement du tydeédent, réciproqguement, tout couérlé, (n+1)2) ou

n est un entier non nul convient.

Partie B
1) SoitT le point d'intersection de la tangente communedrixx cercles et de la droite d. On a successi-

vement BT? = JT?+ I¥ =% JK+ B, CT? = KT*+ & =% JK?+ ¢ et BT? + CT® = (b+ 9° puisque
les tangentes issues G@nt méme longueur. La relation cherchée en découle
2) D’aprés ce qui précéde, onld’ = 4ab, IK? = 4ac, JK* = 4bc. PuisqueJK = 1J + IK , il

vient :2v/bc = 2/ ab+ 2/ ac et la relation cherchée en divisant p@:

3) a) Il suffit de reprendre les solutions de la gaki
b) 2010= 67 5 X . Il n'existe aucun carré dans la décompositior2@#0 en produit de facteurs,

mais le triplet (1,4,4) convenant d'apres la paftjde triplet (2010, 8040, 8040) correspondanna fti-
gure homothétique convient.
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