Olympiades de mathématiques 2011
Eléments de correction

Exercice 1 national : essuie-glaces
1. L'aire demandée en dnest A= %(n X607 - x15%) =
5301 cm.
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7, Soit en valeur approchée

2. SoitC lintersection des deux demi-cercles. Calculoasd du triangle équilatér@QO’C de
c6té de longueur, et donc de hauteur
Rﬁ : c
2

A :E(RxﬁRj:ERZ.
2 2 4
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Calculons l'aire du secteur angulaire d’an@eC de mesureé en radians, qui est aussi celle du

n R?

secteur angulaire d’angle0'0: A, =

Ainsi I'aire de le portion de plan limitée par larde [0C] et I'arc OC sera A AL
L’aire de la portion de plan commune aux deux ddisgues sersh= A, + A, — A =2A, - A,.

Donc A3=%R2 —? R?.

L’aire essuyée par les deux balais est donc celledisque de rayoR privée deA,, soit

A=nR? —(%RZ —£R2j=(@+§}22.
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3.
a) sinOCH = sin30 =1 gonc 28 =1

2 oCc 2 B A
soit OH =%a\@. L]

(@]
De mémeﬁzcosw:ﬁ, p
ocC 2
doncHCzﬁa 3=§a.
2 2

Enfin d’aprés le théoréme de Pythagore dans legliedhOA rectangle e,

2 2 2 2
OA® = HA® + HO? = ( HC- CA” + Hd:(E ax % +[_a@] a3y
2 2 4 4
Ainsi OA = OCet donc le triangl&OC est isocele.

b) L'angle dont a tourné le dispositif est la mesuwrd’'a@ngle MOM'. En degré elle vaut
180- XOM avecX comme sur le dessin. Or les angkBP et OPM sont alternes internes, et le
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triangleMOP est isocele ; on en déduit donc qﬁé)\x =2x 30 = 60 . Donc I'angle géométrique
MOM 'a pour mesure 186°60°=120°.

La portion de plan essuyée est celle qui est lamiidr les segmentSIN] et [M'N’] et les arcs
MM" et NN'. SoientT etT’ les intersections du cercle de cerrpassant pavl et les segments
[ON] et [ON’]. Le cercle étant invariant par la rotation eségmentQN] ayant pour imagedN’],
T a donc pour imag€’. Les pointdV, T et N ont respectivement pour imagds, T’ etN’, et la
conservation des aires par rotation montre quetaon de plan limitée paiMN], [NT] et I'arc

MT ala méme aire que celle limitée pst'il’] [N'T’] et 'arc M 'T'. On peut dire aussi que le
systeme étant rigide, les triangl@eMN etOM’N’ sont isométriques.
Ainsi la portion essuyée a la méme aire que celiest limitée par les segmenisT] et [N'T'] et

les arcs de cerclaiN'et TT'.
L’aire de cette portion de plan est doAc %(RXONZ —nXOTZ) = %(OB2 —OAZ)

Or, O~ = & et d’'apres le théoreme de Pythagore dans le tdaagtangl€OBH ,

2 2

L’aire cherchée est doné = %(31612 ~a®)=10ra’.
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