Olympiades de mathématiques 2011
Eléments de correction

Exercice 3 académique (série S uniquement) : polyges entiers

1. a) A=70,C=34,1=54.
b) A=8,C=4,1=7.
c) A=21,C=8,1=18.
2. Ona:A=np,C=2n+p), Il =(n-)(p-D=np-(n+p)+1 DoncA=%+I -1
3. (P) estla « moitié » d’'un rectangle ; Af, C', et | 'sont ses éléments caractéristiques, on a

d’aprés la question 2A' =%+ | '-1. NotonsD" le nombre de points entiers de la diagonale,

extrémités exclues.

C=%+ D'+1
On a les relations |'-D' .D'ou A:lA':}C'+_1| -__1=C_L1+ | +R _1
| =—— 2 4 2 2 2 2 z
2
A=+ -1

On en déduit queA:%+ | -1.

4. NotonsA,C,,l,et A,,C,,I,les éléments caractéristiques des deux polygéne€s,| ceux du
polygone final, pui® le nombre de points entiers de la frontiére comenextrémités exclues.
On a par hypotheseA =%+ l,-1etA :%+ l,-1.
D'autre part,C=C +C,-2D-2, | =1, +1,+D.
On en tire :

A:A+A2:%+I1—1+C—22+I2—1=—Cl+202+ll+l2— 2=(92+D+1)+(| -D)- 2

D’ou finalement : A= % +1 -1.
5.
Résultat préliminaire
Dans la configuration de la question 4, avec lemagenotations, supposons gage= % +1,-1et

A:%+ | =1, on en déduit facilement qua, :%+ l,-1.

Comme tout polygone entier se décompose en triargidiers ayant une frontiere commune, il

suffit de prouver le résultat pour un triangle entet d’appliquer 4.

Soit (T) un triangle entier ayant un coté parallele a xe &n tracant la hauteur issue du sommet
opposé, ) est découpé en deux triangles rectangles dortdiEs de I'angle droit sont paralléles
aux axes. D’apres 4, la formule s’appliquéa (

Soit (T) un triangle entier n'ayant aucun c6té parallelm axe.
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Si (T) est acutangle, en tragant les paralleles aux pagsant les sommets et qui ne coupent pas le
triangle, on obtient un rectangle découpé en quai@@gles : le triangleT) et trois triangles
rectangles. En appliguant 2, 3, et le résultatipiméhire, on en déduit que la formule s’applique a
(T).

Si (T) est obtusangle, en tracant les paralléles aux passant par les sommets des angles aigus, on
obtient un triangle rectangle découpé en troingies : le triangleT) et deux triangles ayant un

c6té parallele a un axe. En appliquant les résuttaicédents on en déduit encore que la formule

s’applique aT).
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