Olympiades de mathématiques 2011
Eléments de correction

Exercice 1 national : essuie-glaces
1. L'aire demandée en dnest A= %(n X607 - x15%) =
5301 cm.

3375

7, Soit en valeur approchée

2. SoitC lintersection des deux demi-cercles. Calculoasd du triangle équilatér@QO’C de
c6té de longueur, et donc de hauteur
Rﬁ : c
2

A :E(RxﬁRj:ERZ.
2 2 4

o o
Calculons l'aire du secteur angulaire d’an@eC de mesureé en radians, qui est aussi celle du

n R?

secteur angulaire d’angle0'0: A, =

Ainsi I'aire de le portion de plan limitée par larde [0C] et I'arc OC sera A AL
L’aire de la portion de plan commune aux deux ddisgues sersh= A, + A, — A =2A, - A,.

Donc A3=%R2 —? R?.

L’aire essuyée par les deux balais est donc celledisque de rayoR privée deA,, soit

A=nR? —(%RZ —£R2j=(@+§}22.

4 3
3.
a) sinOCH = sin30 _1 donc% _1

2 oCc 2 B A
soit OH =%aﬁ. R

(@)
De mémeﬁzcosw:ﬁ, p
oC 2

doncHC = ga 3=ga.

Enfin d’aprés le théoréme de Pythagore dans legliedhOA rectangle e,

2 2 2 2
OA® = HA® + HO? = ( HC- CA” + Hd:(E ax % +[_a@] a3y
2 2 4 4
Ainsi OA = OCet donc le triangl&OC est isocele.

b) L'angle dont a tourné le dispositif est la mesuwrd’'a@ngle MOM'. En degré elle vaut
180- XOM avecX comme sur le dessin. Or les angkBP et OPM sont alternes internes, et le
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triangleMOP est isocele ; on en déduit donc qﬁé)\x =2x 30 = 60 . Donc I'angle géométrique
MOM 'a pour mesure 186°60°=120°.

La portion de plan essuyée est celle qui est lamiidr les segmentSIN] et [M'N’] et les arcs
MM" et NN'. SoientT etT’ les intersections du cercle de cerrpassant pavl et les segments
[ON] et [ON’]. Le cercle étant invariant par la rotation eségmentQN] ayant pour imagedN’],
T a donc pour imag€’. Les pointdV, T et N ont respectivement pour imagds, T’ etN’, et la
conservation des aires par rotation montre quetaon de plan limitée paiMN], [NT] et I'arc

MT ala méme aire que celle limitée pst'il’] [N'T’] et 'arc M 'T'. On peut dire aussi que le
systeme étant rigide, les triangl@eMN etOM’N’ sont isométriques.
Ainsi la portion essuyée a la méme aire que celiest limitée par les segmenisT] et [N'T'] et

les arc de cercléN'et TT".
L’aire de cette portion de plan est doAc %(RXONZ —nXOTZ) = %(OB2 —OAZ)

Or, O~ = & et d’'apres le théoreme de Pythagore dans le tdaagtangl€OBH ,

2 2

L’aire cherchée est doné = %(31612 ~a®)=10ra’.
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Exercice 2 académique : nombres complices

1.

a)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
oui | oui | oui | oui | oui | oui | oui | oui | oui | oui | oui

oui oui oui

oui oui

oui | oui oui oui

oui oui oui

oui oui oui

oui oui oui

oui oui oui

oui | oui oui oui oui

Ol NO|O|D|[W|IN|FL|O

oui oui

oui oui

(=Y
o

Ce tableau permet de conjecturer que 0 est comgéceut entier et que tout enti@radmet
a+2 eta—-2 comme complices.

b)

c)

b)

0 est complice de 2011 et plus généralement deettigra car Oxa+1= P.

L’entier 2013 est complice de 2011 @013 201k E 4048144 20A.
Soita un entier supérieur ou égal a 3.

Outre 0, les nombres—-2 et a+2 sont complices da car a(a—2)+1= (a- 1y et
a(a+2)+1= (a+1y.

Soitn un entier non nul donné. Aloks —1)(n+1)+ 1= . Cela montre que est associé¢ au
couple de compliceén—1,n+1). Ce couple n’est pas unique, tout couple de divgsde

n® —1 convient, comme par exemplgn® —1).
Il suffit de déterminer les diviseurs @1F - 1= 404412 % 8 % 67 5.llya32

paires de diviseurs, donc 64 couples. Les pagBs:s

{1, 4044120}, {2, 2022060}, {3, 1348040}, {4, 10180}, {5, 808824}, {6, 674020},
{8, 505515}, {10, 404412}, {12, 337010}, {15, 26980, {20, 202206}, {24, 168505},
{30, 134804}, {40, 101103}, {60, 67402}, {67, 603$0{120, 33701}, {134, 30180},
{201, 20120}, {268, 15090}, {335, 12072}, {402, 160}, {503, 8040}, {536, 7545},
{670, 6036}, {804, 5030}, {1005, 4024}, {1006, 4020{1340, 3018}, {1509, 2680},
{1608, 2515}, {2010, 2012}.
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Exercice 3 académique (série S uniquement) : polyges entiers

1. a) A=70,C=34, | =54,
b) A=8,C=4,1=7.
c) A=21,C=8,|=18.

2. Ona:A=np,C=2(n+p), | =(n-)(p-1)=np-(n+ p+1. DoncA:%H -1

3. (P) estla « moitié » d’'un rectangle ; Af, C', et | 'sont ses éléments caractéristiques, on a

d’aprés la question 2A' =%+ I '=1. NotonsD' le nombre de points entiers de la diagonale,

extrémités exclues.
CI
C=—+D'+1 '
On a les relations 2 .D'ou A:lA-=EC'+_1|-__1=C—D—1+(
= 1'-D’ 27 47 2 2 2

2

Dj 1
| +— |——.
2) 2

On en déduit queA:%+ | -1.

4. NotonsA,C,,l,et A,,C,,I,les éléments caractéristiques des deux polygéne€s,l ceux du
polygone final, pui$ le nombre de points entiers de la frontiére comenextrémités exclues.
On a par hypotheseA =%+ L-1etA :%+ l,-1.
D'autre part,C=C +C,-2D-2, | =1, +I,+D .
On entire :

A=A+ A2:%+ I1—1+%+ l,-1= Cl+2C2+ L +1,- 2:(—C2:+D+1)+ (-D)-2

D'ou finalement : A= % +1 -1.

5.

Résultat préliminaire

, . . R . C
Dans la configuration de la question 4, avec lemagnotations, supposons gae= 71 +1,-1et

A:%+ | -1, on en déduit facilement qu&, :%+ l,-1.

Comme tout polygone entier se décompose en triargidiers ayant une frontiere commune, il
suffit de prouver le résultat pour un triangle entet d’appliquer 4.

Soit (T) un triangle entier ayant un coté parallele a xe &n tracant la hauteur issue du sommet
opposé, ) est découpé en deux triangles rectangles dortdiEs de I'angle droit sont paralléles
aux axes. D’apres 4, la formule s’appliquéa (

Soit (T) un triangle entier n'ayant aucun c6té parallelm axe.

Si (T) est acutangle, en tracant les paralleles aux pagsant les sommets et qui ne coupent pas le
triangle, on obtient un rectangle découpé en quata@gles : le triangleT) et trois triangles
rectangles. En appliquant 2, 3, et le résultatipi@hire, on en déduit que la formule s’applique a

(M.
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Si (T) est obtusangle, en tracant les paralléles aux pagsant par les sommets des angles aigus, on
obtient un triangle rectangle découpé en troingies : le triangleT) et deux triangles ayant un
c6té parallele a un axe. En appliquant les résuttaicédents on en déduit encore que la formule

s’applique aT).

Exercice 3 académique (séries autres que S) : jardi a la francaise

DT 4 DX 5
——=—et——=—.Donc et JT) ne sont pas paralléles.
515 oA 6 AX) et dT) pas p

2. EFGH est un carré.

Dans le repére orthonorma\, (I, J), ona AX): y :gx ;

(0): y=2x-2 i (BY): y==2x+5(WD): y=->x+6

5(150 180) F(186 150) 6(216 186) H[@ ﬂij
61’ 61 61’ 61 61 61 61’ 61 )
3. Les pointK, E, M ne sont pas alignés.

4 60 116
J —x+1 UP): y=——x+4: K| —,=—|:
(@N:y= (UP): y= c (41 41j

=545 .Rg:y= 2 186 130
(VQ).y—4x 2,(R3.y 5(x 1)+6 ; M(41 41)

Exercice 4 national : le singe sauteur

1. Le nombre 4 est atteignable da¥x2-3+4=4.

2. Lesinge n'a pas le choixt+2-3+ dt ... il est bloqué !

3. Le nombre 9 est atteignable car oi82+3-4+5-6+7-8+9= , sfns jamais sortir de
l'intervalle [0 ; 9].

4. Les exemples précédents traitent les carrés 4 e @as échéant la recherche pour 16 peut
donner1l+2+3+4-5+6-7+8-9+10-11+12-13+14-15+16=16, en remarquant que
I'on ne sort jamais de l'intervalle [0 ; 16]. L'obvation des sommes produites peut amener la
solution générale :
1+2+3+-+n+[-(n+1) +(n+2)]+[- (N+3) + (n+4)]+--- + |- (N> =) +n?

+ 2~
:M +1+---+1 (n®—n termes qui groupés par 2 donnent 1, sr)eg—n termes égaux
al)

. nn+l n*’-n .
Onobtlentdonc( )+ 5 soit n?.

L’on reste bien dans I’intervallké),nzj. D’oll n” est atteignable.
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5. a) Sile nombren est atteignable, la somme se termine par, sinon on sort de I'intervalle et
a l'avant-derniére étape on est en 0. Il existecddes a valant 1 ou -1 tels que
1+2a,+3a,+ ...+ — 1p_, = ( Dans cette somme on sépare les termes positifsotionote
la sommeS, des termes négatifs dont on note la son8neOn a alors 'S, =-S_. On calcule

ensuite :
1+2+3+---+(n-1) =S, -S_=2S,

On en déduit que(n;zl)rl =2S, d'ou n(n-1)=4S et donc 4 divise le produit(n-1).

Doncn est de la formeldou 4&+1. Par exemple 18 n’est pas atteignable.
b) La réciproque est fausse puiscpre4 est multiple de 4 et que 5 n’est pas atteignable.

6. L'idée est de transformer une configuration de eggh— en — +, cela va ajouter 2 au nombre
N. Ensuite on compléte par la sutgN +1)+(N+2)-(N+3)+(N + et#l)yon trouveN + 4
Remarquons que la séquence donndnse termine par—-(N-1)+N et commence par
1+2+3.

On note S () la somme partielle deispremiers termes, le premier signe — apparaissant e
positioni+ 1 Alors S(i—-1) =i, car S(3) = 4 On change alors la sous-séquenedi + er)
—i+(i+1), ce qui est possible. On ajoute la séquené¢bl +)+(N+2)-(N+3)+(N+ , 4)
ce qui assure qubl + dst lui aussi atteignable.
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