Exercice 3 académique : polygones entiers

Dans le plan rapporté a un repére orthonormaljtd'dncm, on dit qu'un point esttier si ses coordonnées sont des nombres
entiers ; on dit qu'un polygone estier si ce polygone est convexe (c'est-a-dire « sansocreet si tous ses sommets sont des
points entiers.

Pour un polygone enti€P), on noteA l'aire en crfi de ce polygone, C le nombre de points entiergsigur les cotés du
polygone (sommets compris),lde nombre de points entiers situés strictememt&iieur du polygone.

Le but de I'exercice est de déterminer une relaitre les nombres, C et L

1.

Déterminer les nombres C et Idans les cas suivants :

a) (P)estle rectangle de sommet les points (0 ; 0); @0(10; 7), (0;7);

b) (P) est le triangle de sommets les points (0 (3).2), (2 ; 4) ;

c) (P) est le pentagone de sommets les points (A70X1), (5;5), (2;5), (1; 4).

Dans cette questiofP) est un rectangle entier dont les c6tés sont pasliux axes de coordonnées, et dont les
dimensions (en cm) sont notéestp (n>1etp>1).
Exprimer les nombreA&, C et Ien fonction den et p. En déduire une relation entte C et lindépendante deetp.

Dans cette questiorfP) est un triangle rectangle entier dont les coté$agle droit sont paralléles aux axes de
coordonnées.
Démontrer que la relation entte C et Itrouvée a la question 2. est encore valable potniarggle.

Montrer que si la formule précédente est valabler gieux polygones entiers ayant une frontiere conanelle est
encore valable pour le polygone obtenu en élimieaiite eux cette frontiere commune, a condition cri@ouveau
polygone soit lui aussi convexe.

En déduire que la relation trouvée a la questiadeBjeure vraie pour tout polygone entier.



