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Introduction


Ce recueil a été élaboré dans le cadre d’une liaison, initiée en 2005-2006, entre la série S de lycée et les filières scientifiques de l’université. Son objet est de proposer quelques pistes de travail permettant de familiariser les élèves avec des modes de raisonnements systématiquement utilisés dans l’enseignement supérieur. Les thèmes qu’il envisage ont été élaborés et rédigés depuis le début de l’année 2006 par un groupe constitué de professeurs de mathématiques enseignant en classe de Terminale S et de professeurs de mathématiques enseignant à l’université de Bourgogne. Si les exercices et les problèmes qui composent ces thèmes se démarquent nettement de la stricte préparation au baccalauréat, offrant notamment certaines pistes d’ouverture, ils ne demandent pour autant aucune connaissance nouvelle par rapport à celles qui figurent dans les actuels programmes. Les sujets abordés ont surtout pour but de lever certaines appréhensions encore vivaces quant à la difficulté de mener à bien des poursuites d’études, pourtant si nécessaires, dans les filières scientifiques. 


Un premier recueil initié en 2006 a été depuis deux ans étoffé et enrichi par d’autres thèmes, offrant ainsi une plus grande diversité d’ensemble. Les thèmes proposés sont destinés à tous les élèves des classes de Première S et de Terminale S de l’Académie. Les professeurs ont toute liberté pour aborder les notions qui les intéressent ou qui correspondent au niveau et à l’hétérogénéité de leurs classes. Ils ont également toute liberté pour conduire autour de ces thèmes, des activités soit en classe, soit en module, soit en devoir à la maison pour certains groupes ou pour tous. Nous n’avons pas souhaité proposer non plus des sujets figés ou exemplaires : chaque thème  peut être utilisé tel quel, modifié ou raccourci au gré de chacun, en fonction des classes. Il ne faut pas hésiter à proposer certains sujets en classe de Première, voire de Seconde, quitte à adapter certaines questions ; l’emprise du baccalauréat sur les esprits y étant moins prégnante, ces niveaux s’avèrent particulièrement propices à traiter quelques sujets un peu moins scolaires, mais s’inscrivant néanmoins dans les connaissances du programme. Plusieurs retours d’expérience quant aux sujets posés en 2006 et en 2007 dans certains lycées révèlent un grand intérêt des élèves pour les questions inhabituelles, notamment dans quelques thèmes d’algèbre où les prérequis sont extrêmement modestes. D’autre part, plusieurs des sujets rajoutés en 2007 demandent une approche informatique, et s’inscrivent de ce fait entièrement dans les objectifs de formation de la série S. Le recueil a été abondé en 2008 par une troisième partie plus brève consacrée à la logique, qui peut être abordée dès la Seconde.

Le recueil se compose de trois parties respectivement intitulées ALGEBRE ET GEOMETRIE (avec trois rubriques : les structures, les nombres complexes, la géométrie plane), ANALYSE ET NOMBRES REELS (avec trois rubriques également : les nombres, les suites, les fonctions) et LOGIQUE, qui ne sont pas d’intersection vide quant aux sujets abordés. C’est le cas par exemple des sujets sur les nombres, à cheval sur l’Algèbre et l’Analyse et qui comportent en outre des études de suites, de ceux sur les équations fonctionnelles traités de deux manières, algébriquement et analytiquement. La troisième partie, consacrée à la logique, ne demande que peu de connaissances scolaires.
Première Partie 

Algèbre et Géométrie
A – Lois, opérations, structures

· Thème 1 – Quelques considérations algébriques élémentaires

· Thème 2 – À propos de stabilité

· Thème 3 – Vers la structure de groupe

· Thème 4 – Eléments inversibles dans un ensemble

B – Nombres complexes

· Thème 5 – Racines n-ièmes de l’unité

· Thème 6 – Images de droites et de cercles par une transformation du plan  complexe

C – Géométrie plane
· Thème 7 – Qui a vu verra
Thème 8 – Le pentagone de Dürer
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A - Lois, opérations, structures         
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THEME N° 1 : Quelques considérations algébriques élémentaires
Objectif – Ce thème d’étude est conçu comme une prise en main de la notion de loi de composition interne, et de quelques une des propriétés afférentes (commutativité, associativité, …). Le lien avec la résolution des équations du premier degré à une inconnue y est abordé à travers plusieurs exemples.
Niveau et difficultés – Les prérequis, extrêmement modestes, sont limités à la connaissance des ensembles de nombres et des transformations usuelles. L’abord de ce thème est donc recommandable dès la classe de 1ère S. Certaines définitions qui sont données dans l’ensemble C des nombres complexes, peuvent être données dans R.

Dans les calculs numériques ou algébriques habituels qui n’utilisent que des additions et des multiplications de nombres réels ou complexes, il est possible de permuter l’ordre des termes, il est possible d’effectuer des regroupements de termes, le produit de deux nombres ne peut être nul, que lorsque l’un des deux nombres est nul, les équations du type 
[image: image946.emf] ont toujours une solution  comme les équations du type 
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 pourvu que a soit non nul. Ce confort est dû à la structure particulière des ensembles de nombres, il est loin d’être général. 


Dans les exercices qui suivent on se propose d’étudier quelques situations connues ou nouvelles dans lesquelles certaines de ces propriétés sont invalides. 

I) Première partie : Un minimum de vocabulaire et de logique.

1- Loi de composition interne dans un ensemble. 

a) Introduction

Le produit ou la somme de deux entiers naturels est toujours un entier naturel, on dit que la multiplication et l’addition sont des lois de composition internes dans l’ensemble N des entiers naturels. En revanche, la soustraction de deux entiers naturels n’est pas toujours un entier naturel, donc la différence n’est pas une loi de composition interne dans l’ensemble N des entiers naturels.

Pour démontrer qu’une loi 
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 définie dans un ensemble E est interne dans cet ensemble, il faut démontrer que pour tout couple (a,b) d’éléments de E, 
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 est un élément de E. 

On écrit cela sous la forme : 
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Pour démontrer qu’une loi 
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 définie dans un ensemble E n’est pas interne dans cet ensemble, il suffit de trouver un couple 
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 d’éléments de E, tel que 
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 ne soit pas un élément de E. 

On écrit cela sous la forme : 
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b) Exercice
Dans toute la suite, on utilisera les lois connues (addition, multiplication, soustraction, division, composition des fonctions ou des transformations) et d’autres lois toutes notées 
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 pour des raisons de simplicité, mais définies différemment selon le contexte.

1°) La division est-elle une loi de composition interne dans l’ensemble Z des entiers relatifs ? Dans l’ensemble Q* des nombres rationnels non nuls ? 

2°) Dans l’ensemble R des nombres réels, on définit une loi 
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 par : 
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. Cette loi est-elle une loi de composition interne dans R ? dans Z ? dans 
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3°) On note S l’ensemble des symétries axiales du plan. Que peut-on dire de la composée de deux symétries axiales ? Que peut-on en conclure ? Que se passe-t-il si l’on s’intéresse cette fois aux rotations ? 

4°) On note B l’ensemble des fonctions bornées sur un intervalle I. Démontrer que la somme de deux fonctions bornées sur I, est bornée sur I. La réciproque est-elle vraie ?

2- Commutativité, associativité.

a) Commutativité.

Si a et b sont deux nombres complexes, on a toujours 
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 et 
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. On dit que l’addition et la multiplication sont commutatives dans C . En revanche, 2–3 ≠ 3–2 donc la soustraction n’est pas commutative dans C, un contre exemple suffit pour l’affirmer.
Pour démontrer qu’une loi de composition interne notée 
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, dans un ensemble E, est commutative, on doit démontrer que pour tout couple 
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 d’éléments de E : 
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On écrit cela sous la forme : 
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Pour démontrer qu’une loi de composition interne notée 
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, dans un ensemble E, n’est pas commutative, on doit démontrer qu’il existe un  couple 
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 d’éléments de E tel que 
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b) Associativité.

Si a, b et c  sont trois nombres complexes, on a toujours 
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 et 
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. On dit que l’addition et la multiplication sont associatives dans C . En revanche, 
[image: image26.wmf](

2

-

3

)

-

4

¹

2

-

(

3

-

4

)

 donc la soustraction n’est pas associative dans C, là encore, un contre exemple suffit pour l’affirmer.
Pour démontrer qu’une loi de composition interne notée 
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, dans un ensemble E est associative, on doit démontrer que pour tout triplet
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 d’éléments de E, 
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On écrit cela sous la forme : 
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Pour démontrer qu’une loi de composition interne notée 
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, dans un ensemble E, n’est pas associative, on doit démontrer qu’il existe un triplet 
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abc

d’éléments de E tel que 
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c) Exercice.

1°) Justifier le fait que la division n’est ni commutative ni associative dans C.

2°) On appelle 
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 l’ensemble des vecteurs de l’espace. La somme vectorielle est-elle commutative, associative ? 

3°) On reprend la loi 
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 définie à la question 2°) de l’exercice du I) 1-b. Cette loi est-elle commutative ? associative ? 

4°) Dans le plan orienté, ABCD est un carré direct de centre O. On note 
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les rotations de centre O et d’angles respectifs 
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. On note S1  la symétrie d’axe (AC), S2  la symétrie d’axe (BD) ; S3  la symétrie d’axe (d) médiatrice de [BC], S4  la symétrie d’axe (() médiatrice de [AB]. 
Déterminer les transformations 
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La loi de composition des transformations est-elle commutative dans l’ensemble I des isométries du plan ?

II) Deuxième partie. Quelques exercices de mise en œuvre.

1- Exercice 1.

On note E l’ensemble 
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. A tout couple 
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 d’éléments de E, on associe le reste de la division de ab par 5. On définit ainsi une loi 
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sur E par : 
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a)  Démontrer que cette loi est une loi de composition interne dans E.

b)  Compléter la table associée à cette loi c’est à dire le tableau ci-contre où [image: image44.wmf]b
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 apparaît à l’intersection de la ligne contenant a et de la colonne contenant b.

c) La loi ainsi tabulée est-elle commutative ? 

d) Montrer que cette loi n’est pas  associative ? 

e) Résoudre dans cet ensemble, à l’aide de la table, les équations suivantes :
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2- Exercice 2.

a) On note E l’ensemble E = {0,1,2,3,4,5}.

On définit dans E une loi 
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 de la manière suivante : pour tout couple (a,b) d’éléments de E, 
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 est le reste de la division de ab par 6. Par exemple  
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(1) Construire la table associée à cette loi 
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(2) La loi 
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 est-elle commutative ?

(3) 
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 entraîne-t-il que 
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(4) Une équation du type 
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 admet-elle toujours une solution dans E ? Et quand cette solution existe, est-elle toujours unique ? 

b) Reprendre les questions précédentes dans le contexte suivant : 

On note E l’ensemble E = {1,2,3,4,5,6} et on définit dans E une loi 
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 de la manière suivante : pour tout couple 
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 d’éléments de E, 
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 est le reste de la division de ab par 7. (Par exemple : 
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3- Exercice 3.

On reprend la loi 
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 définie dans l’ensemble R des nombres réels par : 
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a) Etudier selon les valeurs du réel a, l’existence de solutions de l’équation 
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b) Etudier l’existence de « racines carrées » pour cette loi, c’est à dire l’existence de solutions à l’équation 
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 où a est un nombre réel. 
4- Exercice 4.

Une matrice carrée d’ordre 2 est un tableau du type 
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où a, b, c, d sont des nombres complexes. On note E2 l’ensemble de ces matrices. On définit une loi de composition interne notée ( dans E2 par : 
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 La matrice 
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est appelée matrice unité.

a) Cette « multiplication » est-elle commutative dans E2 ? On admettra qu’elle est associative.
On pose 
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b) Calculer 
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. Lorsque le produit de deux matrices est égal à la matrice nulle, l’une des deux matrices est-elle nulle ?

c) Existe-t-il une matrice 
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 telle que 
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d) On pose 
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. A quelle condition l’équation 
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e) Existe-t-il une matrice 
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 telle que 
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f) Résoudre l’équation 
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dans l’ensemble E2.

Algèbre et Géométrie

A - Lois, opérations, structures         


THEME N° 2 : A propos de stabilité

Objectif – Ce thème introduit la notion d’ensemble ou de sous-ensemble stable pour une loi donnée. Il prolonge en ce sens le thème 1.
Niveau et difficultés – La notion de stabilité telle qu’elle est présentée ne demande aucune connaissance spécifique ; elle peut donc être abordée en classe de Première. Les exemples proposés sont cependant pour la plupart issus du programme de Terminale S, et le thème peut donc être posé en l’état à ce niveau. En 1ère S, quelques aménagements seront nécessaires.
I) Introduction.


Stable : On lit dans le Petit Robert : « Qui n’est pas sujet à changer ou à disparaître, qui demeure dans le même état » 


En mathématiques, ce mot a un sens précis cohérent avec la définition précédente, et il est utilisé dans de nombreuses circonstances. En voici trois exemples tous empruntés à des notions connues depuis le collège. 

Exemple 1 : Si a et b dont deux nombres réels avec 
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. L’inégalité « demeure dans le même état », on dit que l’inégalité est stable pour l’addition. On notera en revanche qu’il n’en est pas de même pour la multiplication. 

Exemple 2 : Si a et b sont deux entiers naturels, leur somme 
[image: image79.wmf]ab
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 est toujours un entier naturel. L’ensemble N des entiers naturels « n’est pas sujet à changer suite à une somme », on dit que N est stable pour l’addition. On notera en revanche qu’il n’en est pas de même pour la soustraction. 

Exemple 3 : Si 
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 est une fraction non nulle, alors son inverse 
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est aussi une fraction non nulle. L’ensemble Q* des nombres rationnels non nuls « n’est pas sujet à changer par l’inverse », on dit que Q* est stable pour l’inverse. On notera en revanche qu’il n’en est pas de même pour Z*. 


La stabilité d’un ensemble ou d’une relation pour une loi de composition ou par une fonction est un sujet de préoccupation fréquent en mathématiques. En outre, lorsqu’un ensemble A n’est pas stable pour une loi de composition par exemple, on est conduit à chercher un ensemble B contenant A, stable pour cette loi. Ainsi N n’est pas stable pour la soustraction, mais Z l’est. De même, Z* n’est pas stable pour l’inverse, mais Q* l’est.

Exercices.

1) On considère l’ensemble 
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. Déterminer le plus petit ensemble B contenant A et stable pour l’inverse.

2) On considère cette fois l’ensemble  A = {1,2}. Déterminer le plus petit ensemble B contenant A et stable pour l’addition.

3) L’ensemble T des translations du plan est-il stable pour la loi o de composition des applications ? 

II) Un minimum de formalisation.

1- Stabilité pour une loi.


La notion de loi de composition interne a été  définie  dans  le thème 1, intitulé « Quelques considérations algébriques ». 

On peut d’ailleurs remarquer que dire qu’une loi 
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 est une loi de composition interne dans un ensemble E équivaut à dire que E est stable pour cette loi.  En revanche, si A est un sous-ensemble de E, il n’est pas sûr que A soit stable pour la loi 
[image: image84.wmf]*

, comme l’illustrent les exemples précédents.  

a) Définition : Soit un ensemble E muni d'une loi de composition interne 
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. On dit qu’un sous ensemble A de E est stable pour la loi 
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 si pour tout couple 
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b) Exercices
(1) Formuler la négation de cette définition d’abord en langage courant puis à l’aide d’une notation quantifiée.

(2) Formuler les énoncés suivants du cours de Terminale en termes de stabilité d’un ensemble  pour une loi de composition.

· La somme de deux fonctions dérivables sur un intervalle I de R,  est dérivable sur cet intervalle.

· La composée de deux fonctions dérivables sur R, est dérivable sur R.

· La somme de deux suites réelles convergentes est convergente.

· La composée de deux fonctions continues sur R, est continue sur R.

· La composée de deux transformations du plan est une transformation du plan.

(3) Recherche d’une extension stable.

On considère le plan complexe associé  au repère orthonormé 
[image: image90.wmf](
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Dans cet exercice, E est l'ensemble des transformations du plan. La loi o de composition des  applications est une loi interne dans E.
· Déterminer l'expression complexe  de l'homothétie h1 de centre O  et de rapport  
[image: image91.wmf]1
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 .

· Faire de même pour l'homothétie h2 de centre A, d’affixe  a = 2 – 3i,  et de rapport 2.

· Quelle est la nature  de  la composée h2 o h1 ?

· L’ensemble H des homothéties du plan est-il stable pour la loi o ?

· On considère maintenant l'ensemble T des translations du plan et l'ensemble 
[image: image92.wmf]H
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, appelé ensemble des homothéties-translations. Démontrer que 
[image: image93.wmf]H
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 est stable pour la loi o.
2- Stabilité pour l’opposé.


Considérons un ensemble E dans lequel on a défini une loi de composition interne commutative notée additivement. C’est le cas notamment dans les ensembles de nombres (N, Z, Q, R, C), mais aussi dans l’ensemble des vecteurs du plan ou de l’espace, ou encore dans les ensembles de fonctions numériques. Dans un tel ensemble il est généralement possible de mettre en évidence un élément noté 0 tel que 
[image: image94.wmf]0
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 pour tout élément x de E. Le zéro de R est familier mais le vecteur nul ou la fonction nulle jouent des rôles similaires ; on dit de manière générale que ce sont des éléments neutres. 


Un élément x de E étant donné, il est intéressant de savoir s’il existe dans E un élément généralement noté 
[image: image95.wmf]x
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, appelé opposé de x. Ce n’est pas le cas si E = N, mais c’est le cas dans Z ou dans R, ou dans l’ensemble des vecteurs du plan ou de l’espace.

a) Définition : Soit un ensemble E muni d'une loi de composition interne additive. On dit qu’un sous ensemble A de E est stable pour l’opposé si et seulement si pour tout élément x appartenant à A, 
[image: image96.wmf]-
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On écrira : 
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b) Exercice 1

Soit E l'ensemble des fonctions deux fois dérivables sur un intervalle I inclus dans R. On dira qu'une fonction f de E est convexe sur I  si et seulement si, pour tout x de I, 
[image: image98.wmf]f
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. C’est le cas par exemple pour la fonction exponentielle.
On note C le sous-ensemble de E constitué des fonctions convexes sur l’intervalle I. 

(1) Démontrer que C est stable pour l'addition des fonctions.

(2) Soit f une fonction de C. La fonction 
[image: image99.wmf]-
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 opposée de f, appartient-elle à C ? 

On note  D, l'ensemble des fonctions de E vérifiant : pour tout x de I,
[image: image100.wmf]f
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. On dit qu'une telle fonction de D est concave comme par exemple la fonction logarithme népérien.

(3)  Démontrer que D est stable pour l’addition des fonctions. 

(4) Démontrer que si 
[image: image101.wmf]f
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[image: image103.wmf]f

Î

D

, alors 
[image: image104.wmf]-

f

Î

C

.


On remarque donc que les ensembles C et D sont tous les deux stables pour l’addition mais ne sont ni l’un ni l’autre stables pour l’opposé. On est donc tenté de chercher une extension stable à la fois pour la somme et pour l’opposé. Bien entendu 
[image: image105.wmf]C
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est un candidat qui s’impose. 

(5) 
[image: image106.wmf]C
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est-il stable pour l’opposé ?

(6) 
[image: image107.wmf]C
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D

est-il stable pour l’addition des fonctions ? 

c) Exercice 2. 
 
Ecrire un texte de problème s’inspirant du texte précédent et concernant cette fois des fonctions paires et des fonctions impaires.

Algèbre et Géométrie

A - Lois, opérations, structures         


THEME N° 3 : Vers la structure de groupe
Objectif – Ce thème aborde la notion de groupe par le biais de deux groupes finis d’isométries du plan. Il met également en jeu un exemple d’homomorphisme de groupe.

Niveau et difficultés – Les connaissances requises ne vont pas au-delà des transformations étudiées au collège et en Seconde ; la définition des isométries est requise. Ce thème peut donc être abordé dès le début de la classe de Première S, dès que la notion de composée est définie.

Dans l’ensemble des isométries du plan, on considère les deux sous-ensembles suivants :
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où


[image: image110.wmf]d
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 est l’application identité,
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 est la rotation de centre l’origine et d’angle 
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,


[image: image113.wmf]O
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 est la symétrie centrale par rapport à l’origine,
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 (respectivement 
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) est la symétrie par rapport à l’axe 
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 (respectivement 
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1. a) Montrer que 
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 est stable pour la composition des applications : c'est-à-dire pour tout 
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 et tout 
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 de 
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 est encore dans 
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b) Montrer que pour tout 
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 et tout 
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 appartenant à 
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c) Montrer que pour tout 
[image: image128.wmf]f

 de 
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d) Montrer que pour tout élément 
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 de 
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, il existe un unique élément 
[image: image133.wmf]'

f

 de 
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e) Compléter la table ci-dessous de l’opération de composition dans l’ensemble 
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2. Montrer que 
[image: image148.wmf]2
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 vérifie les mêmes propriétés (a, b, c, d) que 
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 et dresser la table de l’opération de composition dans l’ensemble 
[image: image150.wmf]2

G

.

3. a) Montrer que la propriété 
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 est équivalente à la propriété 
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b) Déterminer les éléments de 
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 (respectivement 
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) tels que 
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4. Soit 
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 une application de 
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a) Montrer que 
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b) Montrer que 
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c) Montrer, en utilisant le résultat de la troisième question, que les images par 
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 des éléments 
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 ne peuvent être que 
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d) On dit que l’application 
[image: image168.wmf]F

 est bijective si tout éléments de 
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 admet un antécédent unique dans 
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 pour l’application
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. Déduire de ce qui précède que 
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 n’est pas bijective.

Algèbre et Géométrie

A - Lois, opérations, structures         


THEME N° 4 : Eléments inversibles dans un ensemble
Objectif – Le but de ce problème est de préciser la notion d’élément inversible dans un ensemble pour une loi donné, puis d’exhiber quelques sous-ensembles de C dans lesquels l’ensemble des éléments inversibles pour la multiplication n’est ni réduit à { + 1 ; - 1 } ni égal à l’ensemble tout entier privé de 0.

Niveau et difficultés – le problème peut être posé en Terminale S, dès lors que les généralités sur les nombres complexes ont été dégagées. Seule la toute dernière question est un peu ouverte : il s’agit de résoudre l’équation 
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 dans l’ensemble des entiers relatifs.

 Dans  ce problème, on considère l'ensemble des nombres complexes C, muni de l'addition et de la multiplication définies en cours, ainsi que plusieurs sous ensembles de C munis des mêmes lois.

Définition :   Soit F un ensemble inclus dans C. On dit qu'un élément x de F est inversible pour la loi 
[image: image174.wmf]´

 dans F  si et seulement s’il existe un élément y de F, tel que : 
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Pour des raisons d'efficacité, non seulement en mathématique mais aussi  dans d'autres sciences, les  mathématiciens  ont  réalisé  une classification  des ensembles selon certains critères : ils distinguent les structures de groupes, anneaux, corps …., etc.  Or la définition ci-dessus  sert de base  pour l'un de ces  critères.  Il  est donc  utile de savoir trouver les éléments inversibles. (Ici on s'intéressera  à la loi 
[image: image176.wmf]´

 d'un ensemble dans lui-même, pour une loi donnée.)
 La partie A propose  de travailler sur les ensembles usuels de nombres. Mis à part la première question, on répond facilement sans calcul, aux autres.  Dans la partie B, la recherche des éléments inversibles  n'est pas si évidente ; une méthode est alors mise en œuvre.

PARTIE A
1. Démontrer que tout élément z non nul de C admet un inverse z’ dans C pour la loi 
[image: image177.wmf]´

. On donnera z’ sous forme algébrique.
2. L'ensemble des entiers naturels N  est une partie de C. Quels sont les éléments de N qui sont inversibles dans N pour la loi 
[image: image178.wmf]´

 ?  Combien y en a-t-il ? Mêmes questions  pour l'ensemble Z des entiers relatifs ?

3. Citer deux sous ensembles de C dont tous les éléments sauf un sont inversibles dans l'ensemble, pour la loi 
[image: image179.wmf]´

.

PARTIE B
1. Soit F  une partie de C, stable pour la loi +, la loi 
[image: image180.wmf]´

 et la conjugaison. On définit une fonction N de F dans R+ par :
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a) Démontrer que, pour tous z et z' de F : 
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b) Soit z un élément de F non nul ; z admet un inverse dans C, noté 
[image: image183.wmf]1
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. Quelle relation y a-t-il entre 
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c) On suppose dans cette question  que pour tout  élément z  de F, 
[image: image186.wmf]()
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 est un entier naturel.

 
Soit z un élément non nul de F. 


Démontrer que z est inversible dans F  si et seulement si
[image: image187.wmf]()1
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a) On considère l'ensemble G des nombres complexes de la forme 
[image: image188.wmf]aib
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, a et b étant des entiers relatifs et i le nombre complexe tel que 
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. G est appelé l'ensemble des entiers de Gauss.
a) Démontrer que G est stable pour la loi +, pour la loi 
[image: image190.wmf]´

 et pour la conjugaison.

b) Considérons la fonction N sur G. À quel ensemble de nombres appartient 
[image: image191.wmf]()
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?  En déduire  d'après B)1) c)  les éléments  de G qui sont inversibles dans G. Combien y en a-t-il ? 
3. On considère maintenant l'ensemble E des nombres complexes  de la forme 
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, avec a et b entiers relatifs et j le nombre complexe égal à 
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. E est appelé  l'ensemble des entiers d'Eisenstein.
a) Démontrer que 
[image: image194.wmf]3
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 et que 
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b) Démontrer que E est stable pour la loi +, la loi 
[image: image196.wmf]´

 et la conjugaison. 

c) Démontrer que  si 
[image: image197.wmf]zajb
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 avec a et b entiers relatifs, alors : 
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d) Résoudre dans Z l'équation  
[image: image199.wmf]22
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. En déduire les éléments  de E qui sont inversibles dans  E.  

Algèbre et Géométrie

B -  Nombres complexes                                             


THEME N° 5 : Racines n-ièmes de l’unité
Objectif – Le but de ce problème est d’étudier la résolution dans C de l’équation 
[image: image200.wmf]1
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, de mettre en évidence quelques propriétés algébriques des solutions, et de préciser la nature géométrique des images de ces solutions dans le plan complexe. Le cas 
[image: image201.wmf]3
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 sert d’introduction. Une application est donnée : la construction d’un pentagone régulier à la règle non graduée et au compas, s’appuyant sur le calcul des valeurs exactes de 
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Niveau et difficultés – Il s’agit d’un travail d’approfondissement sur les nombres complexes, qui peut se placer en fin d’étude du chapitre correspondant. La résolution d’une équation dans C en utilisant la forme trigonométrique est sous-jacente, mais le questionnement détaillé permet un abord sans prérequis particulier, en dehors d’une bonne connaissance du cours. La partie complémentaire IV peut demeurer facultative, mais elle est intéressante dans l’enseignement de spécialité.
Soit n un entier supérieur ou égal à 2.

On appelle racine nième de l’unité tout nombre complexe z solution de l’équation : 
[image: image204.wmf]1
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I) Etude d’un cas particulier : racines cubiques de l’unité.
1- Recherche des nombres complexes z tels que 
[image: image205.wmf]1
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.

a) Démontrer que les solutions sont des complexes de module 1.
b)  Démontrer que l’écriture exponentielle des solutions est 
[image: image206.wmf]3

π

2

i

e

k

 , k étant un entier relatif.
c) Démontrer que les entiers k1 et k2 définissent la même solution si et seulement 
[image: image207.wmf]2
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 est un multiple de 3.
d) En déduire le nombre de solutions de l’équation :
[image: image208.wmf]1
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e) Donner les écritures algébriques des racines cubiques de l’unité.

2- Quelques propriétés des racines cubiques de l’unité.


On pose : 
[image: image209.wmf]2
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a) Vérifier que les trois solutions de l’équation 
[image: image210.wmf]1
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sont les nombres : 1, j, 
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b) Calculer la somme des racines cubiques de l’unité : 1 + j +
[image: image212.wmf]2
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 .
c)  On pose 
[image: image213.wmf]{
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[image: image214.wmf]3

U

 est une partie stable de C pour la multiplication des complexes, c’est-à-dire que le produit de deux éléments de 
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  est aussi un élément de 
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. On pourra compléter la table de multiplication suivante.
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3- Représentation dans le plan complexe.

On note M0 le point d’affixe 1, M1 celui d’affixe j, M2 celui d’affixe 
[image: image220.wmf]2
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.

a) Démontrer que le triangle M0M1M2 est équilatéral.

b) Démonter que l’origine du repère est le centre de gravité de ce triangle.

II) Etude du cas général : racines nièmes de l’unité

1- Recherche des nombres complexes z tels que 
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a) Démontrer que les solutions sont des complexes de module 1.
b)  Etablir que les solutions ont pour module 1 et que ces solutions ont pour écriture complexe 
[image: image222.wmf]2
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c) Démontrer que les entiers k1 et k2 définissent la même solution si et seulement si 
[image: image223.wmf]2
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    En déduire le nombre de solutions de l’équation : 
[image: image224.wmf]1
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2- Quelques propriétés des racines nièmes de l’unité.


On pose, pour k compris entre 0 et 
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l’unité sont 
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a) Démontrer que : 
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, pour k entier variant de 0 à 
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(On dit que la racine
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b) Calculer la somme des racines : 
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c) Démontrer que si k1 et k2 sont deux entiers  compris entre 0 et n – 1, alors 
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 est encore un élément de 
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3- Représentation dans le plan complexe.

          On note M0 le point d’affixe 1, M1 celui d’affixe 
[image: image238.wmf]1

u

, …,  Mn-1 celui d’affixe 
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a) Démontrer que le polygone  M0M1… Mn-1 est régulier.

b) Démonter que l’origine du repère est l’isobarycentre des sommets de ce polygone.

III) Application

On considère l’équation : 
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1- Résoudre dans C l’équation (E).

2- Démontrer que pour tout nombre complexez : 
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3- Démontrer que 
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 si et seulement si :
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a) Résoudre l’équation 
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b) Montrer que les deux solutions trouvées sont respectivement égales à 
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c) En déduire les valeurs exactes de 
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4- Construire la figure décrite ci-dessous :  

· (C) est le cercle trigonométrique de centre O ; le repère est (O, I, J) ; (OI) recoupe le cercle (C) en 
[image: image251.wmf]'
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 et (OJ) en 
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.

· H est le milieu de [OI’]. Le cercle de centre H et de rayon HJ coupe [OI] en K.

· L est le milieu de [KH]. La perpendiculaire en L à (OI) coupe (C) en M. 

a) Démontrer que 
[image: image253.wmf](
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b) Décrire et réaliser une construction du pentagone régulier à la règle non graduée et au compas.

IV) Complément 

1- Vérifier que 
[image: image254.wmf]3
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 est engendré (voir II, 2°, a) par chacun des nombres j et
[image: image255.wmf]2

j

.
2- Etude de 
[image: image256.wmf]4
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.

a) Résoudre dans C l’équation 
[image: image257.wmf]1
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.
b) Vérifier que 
[image: image258.wmf]4

U

est seulement engendré par les deux racines quatrièmes i et –i.
3- Etude de 
[image: image259.wmf]n
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.

a) Démontrer que 
[image: image260.wmf]p
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 engendre 
[image: image261.wmf]n
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 si et seulement si p et n sont premiers entre eux.

b) Déduire que si le nombre n est premier alors 
[image: image262.wmf]n
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 est engendré par n’importe laquelle des racines différentes de 1.

Algèbre et Géométrie

B -  Nombres complexes        


THEME N° 6 : Images de droites et de cercles 

par une transformation du plan complexe
Objectif – La première partie du thème fait intervenir quelques droites et cercles du plan complexe, qui sont présentés comme des ensembles définis par un même type d’équation complexe, sans toutefois aborder le cas général de l’équation complexe de ces ensembles. La deuxième partie utilise les équations précédentes pour déterminer les images de droites et cercles par une transformation donnée du plan complexe : une homographie.

Niveau et difficultés – Le sujet ne fait appel qu’aux notions de base sur les nombres complexes : forme algébrique et images de points dans le plan complexe. Il est envisageable en Terminales S, dès lors que ces notions ont été étudiées.
I) Droites et cercles du plan complexe.

Le plan complexe est rapporté au repère orthonormal direct 
[image: image263.wmf](
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Soient a et b  deux nombres réels et soit ( un nombre complexe. On se propose d’étudier les ensembles notés 
[image: image264.wmf]a
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 constitués des points M d’affixe z tels que : 
[image: image265.wmf]b
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.
1- Déterminer et représenter les ensembles Е0,4,1+2i  , Е0,6,1 et   Е0,4,i.
2- Montrer que Е0,b,α  est une droite du plan complexe.
3- Démontrer que les droites D et Δ d’équations respectives 
[image: image266.wmf]0
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 et 
[image: image267.wmf]1
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 sont des ensembles Е0,b,α . Préciser pour chacune d’elles les valeurs de b et de α.
4- Déterminer et représenter les ensembles Е1,2,1+ i , Е1,-2,0, Е1,-1,i   et Е1,0,i.

5- Montrer que Е1,b,α est un cercle du plan complexe.
6- Démontrer que le cercle C1 de centre 
[image: image268.wmf]1
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(1 ;(2) et de rayon 2 et le cercle C2 de centre 
[image: image269.wmf]2
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 ((2 ;1) et de rayon 
[image: image270.wmf]5

 sont des ensembles Е1,b,α. Préciser pour chacun les valeurs de b et (.

II) Image d’une droite et d’un cercle par une transformation.
Soit f  la fonction de C dans C qui à tout nombre complexe z non nul  associe 
[image: image271.wmf]z
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Soit M(z) un point du plan d’affixe z. Soit 
[image: image272.wmf])
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 l’image par f de M. 
1- Ecrire z en fonction de 
[image: image273.wmf]'

z

 si c’est possible. Tout point 
[image: image274.wmf]'
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 du plan est-il image d’un point M du plan ?
2- Images de droites

a) Démontrer que tout point M de la droite Δ d’équation 
[image: image275.wmf]1

=

x

(voir I-3) a son image 
[image: image276.wmf]'
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 sur un cercle Е1,b,α que l’on précisera. 

b) Tout point de ce cercle est-il l’image d’un point de Δ ?
c) Quelle est l’image de Δ par f ?

d) Généralisation : reprendre la question 2. pour une droite verticale ne passant pas par l’origine.
3- Images de cercles

a) Soit C2  le cercle (étudié en I-6) d’équation 
[image: image277.wmf]0
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, de centre Ω (2 ; (1) et passant par O. Démontrer que tout point de C2   a son image sur une droite Е0,b,α que l’on précisera.

b) Tout point de cette droite est-il l’image d’un point de C2 ?

c) Quelle est l’image de  C2  par f  ?

d) Généralisation : reprendre la question 4. pour un cercle centré sur l’axe horizontal et passant par l’origine. 
Algèbre et Géométrie

C -  Géométrie plane        


THEME N° 7 : Qui a vu verra
Objectif – Ce sujet original est construit autour de la modélisation angulaire de la notion de « champ de vision » à partir d’un point donné. Plusieurs types de champ de vision sont successivement envisagés.
Niveau et difficultés – Le thème peut être posé très tôt en classe de Première S, puisqu’il ne requiert que la notion d’angle orienté. Une grande autonomie étant laissée quant au choix des méthodes, le sujet est particulièrement adapté à développer des qualités de recherche et d’initiative.

a. Champ de vision simple.
Soit E l’ensemble des points dont les coordonnées sont des entiers relatifs. Soient P et Q deux points de E. On dit que Q est dans le champ de vision de P si et seulement si l’angle entre le vecteur
[image: image278.wmf]PQ
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 et le vecteur 
[image: image279.wmf]i
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(le premier vecteur de base) est compris entre 
[image: image280.wmf]6
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 (inégalité au sens large).

1- L’ordre de la vision.

a) Montrer que tout point est dans son champ de vision (On conviendra que le vecteur nul fait un angle nul avec n’importe quel vecteur).

b) Montrer que si R est dans le champ de vision de Q et que si Q est dans le champ de vision de P, alors R est dans le champ de vision de P.

c) Montrer que si Q est dans le champ de vision de P et si P est dans le champ de vision de Q, alors les points P et Q sont confondus.

2- On note A l’ensemble des points (p, q) de E tels que 
[image: image282.wmf]22
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a) Y a-t-il des points de A qui peuvent être vus par tous les autres points de A ?

b) Y a-t-il des points de A qui peuvent voir tous les autres points de A ?

c) Quels sont les points de A qui ne peuvent être vus par aucun autre point de A (hormis eux-mêmes) ?
d) Quels sont les points de A qui peuvent voir un maximum d’autres points de A ?

3- Reprendre les différentes questions du 2) avec l’ensemble B des points (p,q) de E tels que : 
[image: image283.wmf]22
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b. Champ de vision limité (pour ceux qui sont myopes).
Soit E l’ensemble des couples d’entiers relatifs. Soient P et Q deux points de E. On dit que Q est dans le champ de vision de P si et seulement si l’angle entre le vecteur
[image: image284.wmf]PQ
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 et le vecteur 
[image: image285.wmf]i
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est compris entre 
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 (inégalité au sens large), et si la distance de P à Q est strictement inférieure à 2.

Reprendre les questions posées au I-1). Il se peut que certaines affirmations soient dans ce cas fausses. 

c. Double champ de vision symétrique (pour ceux qui ont aussi des yeux dans le dos)
Soit E l’ensemble des couples d’entiers relatifs. Soient P et Q, deux points de E. On dit que Q est dans le champ de vision de P si et seulement si l’angle entre le vecteur 
[image: image288.wmf]PQ
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 et le vecteur 
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 et le vecteur 
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Reprendre les questions posées au I-1) en remplaçant le c) par : « Montrer que si Q est dans le champ de vision de P, alors P est dans le champ de vision de Q. ».
d. Double champ de vision non symétrique (pour ceux qui ont des petits yeux dans le dos)
Soit E l’ensemble des couples d’entiers relatifs. Soient P et Q deux points de E. On dit que Q est dans le champ de vision de P si et seulement si l’angle entre le vecteur 
[image: image296.wmf]PQ
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 et le vecteur 
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est compris entre 
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 et le vecteur 
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Reprendre les questions posées au I-1) a), b), c) sous leurs deux formes. Il se peut que certaines affirmations soient dans ce cas fausses.

Algèbre et Géométrie

C -  Géométrie plane        


THEME N° 8 : Le pentagone de Dürer
Objectif – Une figure historique en trompe l’œil va nourrir dans ce problème une activité scientifique riche, faite d’essais (à la main, avec l’ordinateur), de conjectures, de démonstrations, et de recul sur les activités menées. De plus amples détails sont égrenés dans l’en-tête du problème, sous forme d’inventaire à la manière de Prévert.

Niveau et difficultés – Le thème est abordable en classe de 1ère S, à l’issue du chapitre sur la trigonométrie. Pour la seule difficulté technique majeure (l’obtention des coordonnées des points en D-1.), les réponses sont données … dans la question.

Ce problème contient :

Une construction


Une jolie figure
                       Des calculs



    Des approximations

    Quelques procédures                         Pas trop nuls

        Des démonstrations

          Plusieurs conjectures

            Des équations



Un procédé algorithmique





Un minimum d’informatique






De la géométrie analytique







Des rapports trigonométriques





   Des mathématiques de valeur





   Qui ne doivent pas faire peur





   Mais pas de raton laveur.

Albrecht Dürer peintre, graveur et mathématicien allemand (1471-1528), a proposé la construction suivante d’un pentagone ABCDE, à l’aide d’un compas et d’une règle non graduée.

Voici l’algorithme de construction suivi par Dürer :

a) Fixer deux points distincts du plan A et B ;

b) construire un triangle équilatéral ABF ;
c) construire deux triangles équilatéraux AFG et BFH de part et d’autre de ABF ;

d) construire le point I, milieu de l’arc
[image: image304.wmf]»

AB

, sur le cercle de centre F passant par A ;

e) construire le point C, intersection du cercle de centre B et de rayon AB avec la demi-droite d’origine I ne contenant pas G incluse dans la droite (GI) ;

f) construire le point E, intersection du cercle de centre A et de rayon AB avec la demi-droite d’origine I ne contenant pas H incluse dans la droite (HI) ;
g) construire le point D, le point d’intersection le plus éloigné de (AB) des cercles de centres respectifs C et E et de rayon AB.

Cette figure appelle plusieurs questions :

Q1 – Le pentagone a-t-il tous ses côtés de même longueur ?

Q2 – Le pentagone a-t-il toutes ses diagonales [AC], [AD], [BD], [BE], [CE] de même longueur ?

Q3 – Le pentagone a-t-il tous ses angles de même mesure ?

Note – Un pentagone ayant tous ses côtés de même longueur et tous ses angles de même mesure est appelé pentagone régulier.
A – A la règle (non graduée) et au compas

1. Réaliser la construction de Dürer avec 
[image: image305.wmf]4
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cm. À l’aide d’instruments de mesure, conjecturer les réponses aux questions Q1, Q2 et Q3. Ces conjectures sont-elles des vérités mathématiques ?

2. Recommencer avec un segment [AB] de longueur double. Est-il normal que les mesures des diagonales soient les doubles des précédentes ? Est-il raisonnable de reformuler les conjectures précédentes ?

B – Avec un logiciel de géométrie dynamique

1. L’algorithme de construction de Dürer est-il réalisable « en l’état » avec un logiciel de géométrie dynamique ? Sinon, comment repréciser la construction de certains points ?

2. Réaliser cette construction à partir de deux points libres A et B, et faire afficher les longueurs des côtés et des diagonales, ainsi que les mesures des angles.

3. Conjecturer à nouveau les réponses aux questions Q1, Q2 et Q3. Ces conjectures viennent-elles confirmer ou infirmer les précédentes ? Sont-elles des vérités mathématiques ? 

4. Faire varier la longueur AB, observer et conjecturer à nouveau.

C – Eléments d’une stratégie de résolution

1. Montrer que le pentagone a tous ses côtés de même longueur.

2. Montrer que l’égalité des cinq angles du pentagone équivaut à l’égalité de ses cinq diagonales.

3. Montrer que le pentagone de Dürer admet un axe de symétrie, qui est la médiatrice de [AB].

4. En déduire que si 
[image: image306.wmf]ACAD
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 ou si 
[image: image307.wmf]ACAE
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, alors le pentagone n’est pas régulier.

5. Si le pentagone était régulier, quelle serait une mesure de ses angles (en degré ou en radian) ?

Ainsi, deux stratégies sont envisageables pour réfuter éventuellement la régularité du pentagone : soit déterminer la valeur exacte des angles, soit mettre en évidence que deux diagonales bien choisies ont des longueurs distinctes ; ce dernier procédé sera expérimentalement privilégié, car d’une part,  il est plus facile de comparer des longueurs que de mesurer des angles et, par ailleurs, la différence des longueurs est sensible à un changement d’échelle contrairement à la différence des angles.
D – Fin de la résolution mathématique 
On pose 
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On se place dans le repère orthonormal 
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, qui est supposé direct.

1. Vérifier que, dans ce repère, les coordonnées des points sont bien celles indiquées.

	Point
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H
	I

	Abscisse
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	Ordonnée
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2. Démontrer les relations : 
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3. Et déduire que 
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 vérifient le système d’équations : 
[image: image334.wmf]µ

µ

µ

µ

33

sincos(1)

2

1

sincos(2)

22

BB

D

B

ì

-

+=

ï

ï

í

æö

ï

=-

ç÷

ç÷

ï

èø

î

.

4. Déduire de (1) l’égalité : 
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5. Déterminer une valeur approchée de 
[image: image336.wmf]µ
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, puis de 
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6. Evaluer numériquement les expressions 
[image: image339.wmf]||
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7. Peut-on à présent répondre de façon sûre aux questions Q2 et Q3 ? Le pentagone est-il régulier ?

8. Indiquer la valeur minimale qu’il faut donner à la longueur AB pour pouvoir observer par mesures effectives avec une règle graduée, à la précision 1 mm, un éventuel défaut de régularité du pentagone de Dürer.
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Deuxième Partie 

Nombres réels et Analyse
A – Les nombres

· Thème 1 – Ecriture décimale des nombres réels
· Thème 2 – Quelques nombres étonnants
B – Suites

· Thème 3 – Quelques suites de limite 2008

· Thème 4 – Exemples et contre-exemples de suites sous contraintes
· Thème 5 – De drôles de nombres

· Thème 6 – Pourra-t-on atteindre la lune ?

· Thème 7 – La suite de Syracuse

· Thème 8 – Les suites « chapeau de clown »
C – Fonctions

· Thème 9 – Exemples et contre-exemples de fonctions sous contraintes
· Thème 10 – Fonctions paires, fonctions impaires. Décomposition
· Thème 11 – Equations fonctionnelles : aspect algébrique
Thème 12 – Equations fonctionnelles : aspect analytique


Nombres réels et Analyse
A -  Les nombres       

                                      
THEME N° 1 : Écriture décimale des nombres réels
Objectif – Le but de ce problème est de mettre en évidence le fait que tout nombre réel admet un développement décimal, éventuellement illimité. 

La partie I définit la notion de suite décimale et montre qu’une telle suite détermine un nombre réel puis, réciproquement, établit que tout réel permet de construire une telle suite décimale. 

La partie II envisage le cas particulier des nombres décimaux, et pose la question de l’unicité du développement décimal.

La partie III montre que les nombres rationnels sont caractérisés par la périodicité de leur développement décimal.

Niveau et difficulté – Le problème fait intervenir la notion de suite géométrique et de limite d’une telle suite. Il peut être envisagé en 1ère S, sauf pour la question I-1.a) qui nécessite le théorème de croissance monotone, étudié en Terminale S. En dehors des définitions rappelées ci-dessous, les seules connaissances d’arithmétique nécessaires se limitent aux acquis de Seconde sur les nombres premiers.

La question I-2. fait appel au raisonnement par récurrence ; cette question est techniquement un peu délicate, et le résultat demandé peut être admis.

On rappelle les deux définitions suivantes :

· un nombre réel x est décimal s’il existe un entier relatif A et un entier naturel n tels que : 
[image: image341.wmf]10
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· un nombre réel x est rationnel s’il existe deux entiers a et b tels que 
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 ; cette forme fractionnaire peut être supposée irréductible, c’est-à-dire que l’on peut supposer que a et b sont premiers entre eux.

I – Développement décimal d’un réel positif

1. Suite décimale et réel associé

Une suite décimale est une suite 
[image: image343.wmf]()
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a) Montrer que 
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b) En déduire que la suite 
[image: image353.wmf]()
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 est convergente.


Ainsi toute suite décimale 
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définit un unique réel a, qui est la limite de la suite 
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associée. On dit que a est le réel associé à la suite décimale 
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. Comme l’écriture 
usuelle du décimal 
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2. Réciproque : un développement décimal des réels positifs

Soit a un réel positif donné. On définit une suite 
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désigne la partie entière du réel x, c’est-à-dire l’unique entier vérifiant les inégalités :
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Exemple : avec 
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a) Montrer par récurrence que, pour tout entier 
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précédemment rappelée.)

b) En déduire que 
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Ainsi tout réel positif a est le nombre associé à une suite décimale
[image: image385.wmf]()
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sont définis comme ci-dessus. On dit que l’égalité correspondante : 
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 est un développement décimal du réel a.
II – Cas d’un nombre décimal

1. Quelques exemples numériques
a) On considère la suite décimale 
[image: image388.wmf]()
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. Vérifier que le réel associé à cette suite, que l’on peut noter 2,3800…, n’est autre que le décimal  2,38.

b) On considère la suite décimale 
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 définie par : 
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Vérifier que le réel associé à cette suite, que l’on peut noter 2,3799…, est lui aussi égal 
à 2,38.

c) On considère le nombre 
[image: image400.wmf]2,38
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. Vérifier que la suite décimale associée, telle qu’elle est définie dans la question 2, est la suite 
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2. Généralisation (admise)
On peut généraliser sans peine les résultats précédents en montrant que :

a) si 
[image: image402.wmf]()
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est une suite décimale pour laquelle tous les termes sont nuls à partir du rang 
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b) si 
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est une suite décimale vérifiant les conditions :

· il existe un entier naturel n tel que 
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alors le réel associé 
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Conclusion et remarques
Ainsi, tout nombre décimal admet deux écritures décimales (et l’on peut montrer qu’il n’y en a que deux). L’une est finie : c’est son écriture propre, qui est l’écriture usuelle de ce décimal en base dix ; l’autre se termine par une infinité de chiffres 9 : c’est l’écriture impropre de ce décimal. Nous admettons que le résultat mis en évidence sur un exemple (question 1.c)) est vrai dans le cas général, à savoir que l’algorithme de I-2. fournit le développement propre du décimal.

Nous admettons également que les réels qui ne sont pas décimaux ont une unique écriture décimale (forcément illimitée) fournie par l’algorithme du I-2.
III – Cas d’un nombre rationnel

1. Caractérisation des rationnels décimaux


Soit x un nombre rationnel non entier dont la forme fractionnaire irréductible est 
[image: image415.wmf]a
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, avec a et b entiers premiers entre eux, et 
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a) Montrer que si b n’admet pas d’autre diviseur premier que les nombres 2 et 5, alors x est décimal. 

b) Réciproquement, montrer que si x est décimal, alors b n’admet pas d’autre diviseur premier que les nombres 2 et 5. (Utiliser le fait que toute puissance de dix d’exposant supérieur ou égal à 1 admet comme seuls diviseurs premiers les nombres 2 et 5.)
2. Un exemple

On considère le nombre réel 
[image: image417.wmf]2,35781781781...
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 où la séquence « 781 » se répète périodiquement. Montrer que a est la limite de la suite de terme général :
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En déduire que a est rationnel, et déterminer sa forme fractionnaire irréductible.

3. Cas général

Ici encore, on peut généraliser la décomposition précédente à tout réel de la forme 
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 » se répète périodiquement. On montre que a est la limite de la suite de terme général :
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En déduire que le nombre a est rationnel.
Conclusion

Tout réel non décimal ayant un développement décimal périodique à partir d’un certain rang est rationnel. On peut démontrer – et nous l’admettons – la réciproque suivante : tout rationnel admet un développement décimal périodique à partir d’un certain rang, à condition d’inclure les développements se terminant par une infinité de zéros.

Vérifier cette propriété réciproque pour les nombres : 
[image: image422.wmf]5
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THEME N° 2 : Quelques nombres étonnants
Objectif – Ce problème envisage quelques propriétés relatives au développement décimal de certains nombres réels particuliers assez étonnants. Les nombres sont considérés non pas en fonction de leur complexité algébrique, comme c’est l’usage, mais selon la complexité statistique de leurs décimales.
Niveau et difficultés – Ce problème peut être abordé avec les connaissances de 1ère S, seule les notions de suite et de limite d’une suite sont requises (pour le II). Les questions font surtout appel à l’imagination, plus qu’à la virtuosité technique. Quelques rappels sont donnés au départ.
Le problème utilise les définitions et résultats admis qui sont récapitulés ci-dessous :

· tout nombre réel positif  a admet une écriture décimale 
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[image: image428.wmf]i
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est compris entre 0 et 9 au sens large ; 
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 est la partie entière de a et 
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 sont les décimales de a. Si a est un nombre décimal, toutes ses décimales sont égales à 0 à partir d’un certain rang, et on peut alors arrêter son écriture à ce rang ; si a n’est pas un nombre décimal, son écriture est illimitée, et elle est unique ;

· un nombre réel x est rationnel s’il existe deux entiers a et b tels que 
[image: image431.wmf]a
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 ;

· pour un nombre rationnel qui n’est pas un nombre décimal, l’écriture décimale est illimitée et périodique à partir d’un certain rang, c’est-à-dire qu’à partir d’un certain rang, une suite finie de décimales se répète indéfiniment ; pour éviter la répétition, on convient de n’écrire qu’une fois cette suite et de la souligner. Ainsi, par exemple, 
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I – Les nombres univers (en base dix)

On appelle nombre « univers » tout nombre réel dont la suite des décimales contient toute suite finie choisie à l’avance. Le nom donné à ces nombres se justifie par le fait que, à condition de numériser l’information, le développement décimal d’un tel nombre renferme aussi bien le prochain tirage du loto, le prochain sujet de mathématiques du baccalauréat, l’édition complète des Misérables (1800 pages dans la collection La Pléiade), l’œuvre complète de Mozart (ou des Beatles), la toile de La Joconde pixel par pixel, mais aussi tout le code génétique de chacun d’entre nous … ! Un tel nombre renferme donc dans son écriture décimale tout ce qui existe, existera ou a jamais existé (en nombre fini) dans l’univers.
1. Montrer que le nombre 
[image: image434.wmf]0,1234567891011121314...
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 (appelé nombre de Champernowne), dont les décimales sont obtenues en juxtaposant à la suite les nombres entiers, est un nombre univers.

2. Montrer que le nombre 
[image: image435.wmf]1
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 obtenu en juxtaposant après chaque entier composant l’écriture décimale du nombre de Champernowne autant de zéros que cet entier comporte de chiffres, est lui aussi un nombre univers.

3. Montrer qu’un nombre univers est forcément irrationnel.

4. Montrer que dans l’écriture décimale d’un nombre univers, chaque séquence finie est présente non seulement une fois, mais une infinité de fois.

5. Montrer qu’à partir d’un nombre univers, on obtient un autre nombre univers :

· en modifiant un nombre fini de décimales de ce nombre ;
· en changeant chaque décimale par son complément à 9 (0 devient 9, 1 devient 8, etc.).

6. La somme de deux nombres univers est-elle un nombre univers ?

7. Donner cinq exemples de nombres univers définis par leurs décimales. (On pourra utiliser les questions 2. et 5.)

II - Les nombres équirépartis en base dix

Un nombre 
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 est équiréparti en base dix si la fréquence de chacun des dix chiffres de 0 à 9 dans la suite des chiffres 
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1. Donner un exemple de nombre équiréparti et rationnel, en décrivant son écriture décimale. En déduire qu’il existe des nombres équirépartis qui ne sont pas des nombres univers.

2. Le nombre 
[image: image439.wmf]1
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défini en I-2. est-il équiréparti ? En déduire qu’il existe des nombres univers qui ne sont pas équirépartis. 

III - Les nombres normaux en base dix

On dit qu’un nombre 
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 est normal en base dix si dans la suite des chiffres 
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    -   la fréquence de chacun des dix chiffres a pour limite 0,1 ;

    -   la fréquence de chacune des 100 séquences de deux chiffres : 00, …, 99,  a pour limite 
  
[image: image442.wmf]2
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    -   la fréquence de chacune des 1000 séquences de trois chiffres : 000, …, 999,  a pour 

   limite
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    -   pour tout 
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, la fréquence de chacun des 
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Un tel nombre est donc un cas très particulier de nombre équiréparti.

1. Montrer qu’un nombre normal est nécessairement irrationnel.

2. Montrer que le nombre rationnel 
[image: image447.wmf]0,0123456789

 est équiréparti, mais pas normal.

3. Montrer qu’un nombre normal est un nombre univers.

4. Les mathématiciens A. Copeland et P. Erdös ont montré en 1946 que si 
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[image: image449.wmf]0

c

>

, on ait 
[image: image450.wmf]1

c

n

an

+

£

 à partir d’un certain rang, alors le nombre 
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 obtenu en juxtaposant à droite de la virgule les entiers 
[image: image452.wmf]i

a

écrits sous forme décimale, est normal en base dix.


En utilisant ce résultat, montrer que le nombre de Champernowne est normal (et donc qu’il est équiréparti), ainsi que le nombre 
[image: image453.wmf]0,2468101214161820...

 obtenu en écrivant à la suite les multiples de 2 écrits en base dix.

Information

Les mathématiciens ont prouvé qu’il existe une infinité de nombres univers ainsi que de nombres normaux en base dix, pourtant, il est très difficile de montrer qu’un nombre donné (comme 
[image: image454.wmf]2

ou 
[image: image455.wmf]p

) est normal ou ne l’est pas, est un nombre univers ou non. Il y a mieux : le mathématicien français Emile Borel a montré au début du XXe siècle que presque tout nombre réel est normal, et l’on sait aujourd’hui que presque tout nombre réel est un nombre univers. Bien entendu, on peut donner en mathématiques un sens rigoureux à la locution « presque tout », mais cela dépasse le programme de la Terminale.

Bibliographie sur les nombres univers, équirépartis, normaux

· Jean-Paul DELAHAYE, Jeux mathématiques et mathématiques des jeux, Bibliothèque Pour la Science, Editions BELIN.

· Jean-Paul DELAHAYE, Le fascinant nombre Pi, Bibliothèque Pour la Science, Editions BELIN.
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THEME N° 3 : Quelques suites de limite 2008
Objectif – C’est un sujet d’imagination, qui doit susciter de la part de l’élève un certain recul sur les connaissances acquises concernant les limites de suites. Prévoir la convergence d’une suite ainsi que la valeur de sa limite à partir du mode de génération sont les objets de ce thème.

Niveau et difficultés – Le sujet peut être abordé en 1ère S (à l’exception de la question f), mais il est surtout recommandé comme un exercice de bilan en Terminale S, en fin d’étude du chapitre sur les suites.

Dans chacun des cas suivants, déterminer lorsque c’est possible une suite 
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non constante dont tous les termes sont strictement positifs, qui converge vers la valeur 2008, et qui vérifie la condition indiquée.

a) 
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, où f est une fonction homographique, c’est-à-dire une fonction qui s’exprime comme le quotient de deux fonctions affines.

b) 
[image: image458.wmf]()
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est une suite géométrique.

c) 
[image: image459.wmf]()

n

u

est la somme des n premiers termes d’une suite géométrique.

d) 
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est une suite arithmétique.

e) 
[image: image461.wmf]()
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est une suite définie par une relation de récurrence affine, c’est-à-dire qu’il existe deux réels a et b tels que l’on ait, pour tout entier n : 
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f) 
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, alors les deux suites extraites 
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sont adjacentes.
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THEME N° 4 : Exemples et contre-exemples de suites sous contraintes
Objectif – Il s’agit d’un exercice de bilan sur les liens entre le comportement global d’une suite et son comportement asymptotique. L’imagination des élèves est également sollicitée dans la recherche de certains contre-exemples.

Niveau et difficultés – Ce thème est tout indiqué en fin d’étude sur les suites en Terminale S. Il peut servir de révélateur à certaines questions du cours mal assimilées, à certaines « croyances » fondées sur une mauvaise intuition.

Pour chacune des phrases suivantes, dire si elle est vraie ou fausse.

Si la phrase est vraie, donner un exemple de suite vérifiant l’affirmation, et démontrer éventuellement cette affirmation.

Si la phrase est fausse, justifier à l’aide d’un contre-exemple.

1. Une suite croissante et majorée est convergente.

2. Une suite croissante et non majorée tend vers 
[image: image468.wmf]+¥

.

3. Une suite croissante et minorée est convergente.

4. Une suite qui tend vers 
[image: image469.wmf]+¥

 est croissante à partir d’un certain rang.

5. Une suite qui tend vers 
[image: image470.wmf]-¥

 est majorée.

6. Une suite qui n’est pas majorée tend vers 
[image: image471.wmf]+¥

.

7. Une suite qui tend vers 
[image: image472.wmf]+¥

 n’est pas majorée.

Nombres réels et Analyse
B - Suites      


THEME N° 5 : De drôles de nombres
Objectif – Les « drôles de nombres » considérés sont tous des limites de suites, définies de manière non explicite, parfois d’une façon qui peut paraître choquante à l’élève (comme une écriture décimale illimitée ou une succession de radicaux emboîtés). Une première étape sera de poser le problème en terme de suite.

Niveau et difficultés – Le niveau requis est celui de la Terminale S. Les questions étant très ouvertes afin de stimuler la créativité de l’élève, il est conseillé de prévoir une gestion interactive de ce thème, soit en activité en classe, soit en devoir à la maison comprenant des échanges avec le professeur.
1.    a)   Quel sens peut-on donner à l’écriture : 0,999999… ?

       b)   L’égalité : 0,999999… = 1 est-elle vraie ?

2. De même, si le nombre 0,2008 2008 2008 … a une signification, écrire plus simplement ce nombre.

3. On considère la suite 
[image: image473.wmf]()

n

u

 définie pour tout entier naturel n non nul par :
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    (
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s’écrit avec n radicaux emboîtés).

    La suite 
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 est-elle convergente ? Si oui, quelle est sa limite ?

4. Soit 
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 une suite de nombres réels telle que pour tout entier 
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, le coefficient 
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vaut 0 ou 1.

    On considère la suite 
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 définie pour tout entier naturel n non nul par :
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    La suite 
[image: image482.wmf]()
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 est-elle convergente ?
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THEME N° 6 : Pourra-t-on atteindre la lune ?
Objectif – Ce thème envisage, sous une forme imagée, d’examiner la convergence des « séries » de terme général 
[image: image483.wmf]3
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, puis 
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et 
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. Au-delà des démonstrations proposées, les différences de comportement mettent l’intuition en défaut puisque, dans la situation proposée, le volume et l’aire de la pile de cubes sont majorés, alors que la hauteur ne l’est pas. L’aspect étonnant des résultats est donc le moteur de ce problème.
Deux approches sont proposées : l’une est un appel préalable à l’intuition, l’autre une approche calculatoire à l’aide d’un outil informatique, qui risque fort d’amener une conjecture erronée.
Niveau et difficultés – Aucune connaissance sur les séries n’est requise, les seuls outils de Terminale S sont mobilisés  (suites convergentes et divergentes, suites adjacentes, variation et comparaison des fonctions, fonction logarithme).

L’unité est le mètre. On empile sur le sol successivement un cube d’arête 1, un cube d’arête 
[image: image486.wmf]1

2

, un cube d’arête 
[image: image487.wmf]1
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, …, et on continue indéfiniment. On se pose les trois questions suivantes :

1. Trouvera-t-on suffisamment de matière pour fabriquer les cubes ?

2. Trouvera-t-on suffisamment de peinture pour peindre les cubes ?

3. Pourra-t-on atteindre la lune ?

Dans tout l’exercice, n désigne un entier naturel non nul. On fabrique les n premiers cubes dans une matière qui ne produit pas de chute, on les peint sur toutes les faces, puis on les empile. On désigne par :



[image: image488.wmf]n

u

 le volume total  de ces cubes, en 
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 l’aire totale  de ces cubes, en 
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 la hauteur totale  de la pile, en mètres.

Exprimer 
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A. Etude expérimentale

A l’aide d’un outil informatique, conjecturer le comportement des suites 
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 et 
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 lorsque n tend vers 
[image: image500.wmf]+¥

, et suggérer des réponses aux trois questions posées dans le préambule.

B. Démonstrations 

1. Trouvera-t-on suffisamment de matière pour fabriquer les cubes ?
a) Pour tout n, on pose : 
[image: image501.wmf]1
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Démontrer que les suites 
[image: image502.wmf]()

n

u

 et 
[image: image503.wmf]()
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 sont adjacentes.

b) Etudier la convergence de la suite 
[image: image504.wmf]()
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u

.

c) Conclure.

2. Trouvera-t-on suffisamment de peinture pour peindre les cubes ?
a) Démontrer que, pour tout 
[image: image505.wmf]1
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 : 
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b) Etudier la convergence de la suite 
[image: image507.wmf]()
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.

c) Conclure.

3. Pourra-t-on atteindre la lune ?

a) Soient les fonctions f et g définies sur 
[image: image508.wmf]]0,[
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 par :
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Etudier les sens de variation de f et g, et en déduire leurs signes.

b) Pour tout 
[image: image511.wmf]1
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, on pose :
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Démontrer que les suites 
[image: image514.wmf]()

n
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 et 
[image: image515.wmf]()
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 sont adjacentes.

c) Etudier la convergence de la suite 
[image: image516.wmf]()
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w

.

d) Pourra-t-on atteindre la lune ?

C. Des valeurs numériques

Si la réponse à la question précédente est oui, donner une estimation du nombre de cubes à prévoir, du volume de matière nécessaire et de la surface à peindre.

Nombres réels et Analyse
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THEME N° 7 : La conjecture de Syracuse
Objectif – Ce thème propose de se confronter à un problème non résolu, dont l’énoncé est très simple, et qui tient les mathématiciens en échec depuis une cinquantaine d’années. Il s’agit, de façon très élémentaire, d’engager quelques essais d’avancée vers la solution, grâce surtout à l’informatique et à un peu de raisonnement.

L’usage d’un tableur est fortement recommandé ; la définition de la suite demande d’utiliser une formule comportant une instruction conditionnelle.

Niveau et difficultés – La première partie peut être abordée en 1ère S, car elle ne requiert que la définition d’une suite par récurrence.
La deuxième partie met en jeu la notion de congruence ; elle sera réservée aux élèves de Terminale S suivant l’enseignement de spécialité.
Une suite 
[image: image517.wmf]()
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 de Syracuse est définie par la donnée de son premier terme 
[image: image518.wmf]0
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, entier naturel non nul, et pour tout entier naturel n, par la relation de récurrence :

si 
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Tester le comportement d’une suite de Syracuse pour diverses valeurs de l’entier de départ 
[image: image522.wmf]0

u

. Il est recommandé d’utiliser un tableur, ou un programme sur calculatrice, ou un logiciel de calcul formel.

On constate que, quel que soit l’entier de départ 
[image: image523.wmf]0

u

, on aboutit toujours à la période 4, 2, 1.

Cette propriété constitue la conjecture de Syracuse, que l’on peut formuler ainsi :

Soit 
[image: image524.wmf]()
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 une suite de Syracuse. Il existe un entier p tel que 
[image: image525.wmf]1
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La démonstration de cette conjecture résiste depuis plus de 50 ans aux mathématiciens du monde entier. Son nom provient de l’université de Syracuse (état de New-York, Etats-Unis) où elle a été étudiée dans les années 1950.

A - Un peu de vocabulaire sur les suites de Syracuse

Les définitions suivantes ne sont pertinentes que si la conjecture de Syracuse est vérifiée, ce qui n’est pas prouvé pour l’instant.

Soit n un entier naturel non nul. On appelle vol numéro n la liste des termes de la suite de Syracuse 
[image: image526.wmf]()

n

u

 depuis l’entier de départ 
[image: image527.wmf]0
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 jusqu’au premier 1.

Par exemple, le vol numéro 13 est égal à :
13, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1.

La durée du vol 
[image: image528.wmf]()
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 d’un entier n est le nombre d’étapes nécessaires pour atteindre le premier 1 depuis 
[image: image529.wmf]0
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Par exemple 
[image: image531.wmf](13)9
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1. Calculer les durées de vol des nombres 26 et 27.

2. Soit 
[image: image532.wmf]d

 un entier naturel non nul. Existe-t-il un entier dont la durée de vol est 
[image: image533.wmf]d

 ?

L’altitude maximale 
[image: image534.wmf]()
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 d’un entier n est le plus grand entier de son vol.

Par exemple : 
[image: image535.wmf](13)40
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.

3. Déterminer les altitudes maximales des entiers 26 et 27.

Un entier n a un vol de durée record si sa durée n’est jamais atteinte par les entiers inférieurs :


[image: image536.wmf]()()
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4. Vérifier que 27 a un vol de durée record et déterminer le record suivant.

Un entier n a un vol d’altitude maximale record si son altitude maximale n’est jamais atteinte par les entiers inférieurs :


[image: image537.wmf]()()
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.

5. Vérifier que 27 a un vol d’altitude maximale record et déterminer le record suivant.

B - Vérifications de la conjecture de Syracuse

Faute de démontrer la conjecture de Syracuse, les mathématiciens l’ont vérifiée par programme informatique pour des valeurs de 1 à N. Actuellement N est supérieur à 
[image: image538.wmf]16
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 et aucun contre-exemple n’a été trouvé. On étudie dans cette partie quelques astuces pour diminuer le nombre de vérifications nécessaires.

En effet, si nous effectuons la vérification de la conjecture successivement pour les entiers de 1 à N, il est inutile de poursuivre le calcul du vol numéro n dès qu’un terme de la suite est strictement inférieur à n. Par exemple, il est inutile de vérifier la conjecture pour les entiers pairs puisque, dès la première étape : 
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1. Démontrer qu’il est inutile de vérifier la conjecture pour les entiers congrus à 0, 1 ou 2 modulo 4.

2. Il reste donc à vérifier la conjecture pour les entiers congrus à 3 modulo 4. Quel peut être le reste d’un tel entier dans la division par 8 ? Est-il nécessaire de vérifier ces nombres ?

3. Continuer en donnant modulo 16 les entiers qu’il est nécessaire de vérifier.

On pourrait continuer ainsi et démontrer qu’il n’est nécessaire de vérifier, modulo 256, que 19 nombres sur 256, soit 7,4 % de l’ensemble des nombres. Les programmeurs qui ont réussi à vérifier la conjecture pour de grandes valeurs de N ont même considéré les nombres modulo 
[image: image540.wmf]16
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 = 65536.
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THEME N° 8 : Les suites « chapeau de clown »

Objectifs – Le but de ce problème est d’étudier une suite définie par récurrence (question 2), de mettre en évidence que cette suite est périodique lorsque son premier terme est rationnel (question 2), puis de démontrer ce résultat (question 3). Dans les questions 4 et 5, on envisage la réciproque de cette propriété, dont la démonstration repose sur certains résultats préliminaires établis dans la question 1.

Niveau et difficultés – Les outils utilisés sont les fonctions affines, la notion de composée, les suites définies par récurrence, la notion de nombre rationnel. Le problème est donc abordable en 1ère S.

L’usage d’un tableur est recommandé.

Certaines questions font appel au programme de Terminale, comme la notion de fonction continue en 1.d), le raisonnement par récurrence en 1.e), 3.c) ou 4.d). Ces difficultés peuvent être contournées en se contentant de l’idée du raisonnement.

Les questions 1.d) et 1.e), qui sont techniquement plus difficiles, peuvent être admises. 

1. La fonction « chapeau de clown » et ses composées
      La fonction « chapeau de clown »  f est définie sur [0, 1] par : 
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a) Montrer que pour tout x de [0, 1], on a :
[image: image542.wmf]()
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[0, 1], et représenter graphiquement la fonction f. (La fonction doit son nom à la forme de sa représentation graphique.)

b) Donner une expression de la fonction 
[image: image543.wmf]ff
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sur chacun des quatre intervalles 
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, puis représenter graphiquement la fonction 
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c) Plus généralement, on note
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 et, pour tout 
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[image: image553.wmf]p
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est la composée de f par elle-même, et ce, p fois.)


Vérifier que la figure ci-contre est la représentation 
graphique de la fonction
[image: image554.wmf]3

f

. Donner une expression de 
[image: image555.wmf]3
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en distinguant plusieurs intervalles.

d) Soit p un entier naturel non nul. Montrer que 
[image: image556.wmf]p

f

est continue sur [0 ; 1] et que pour tout entier naturel m compris entre 0 et 
[image: image557.wmf]2

p

, 
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 est égal à 0 si m est pair, et à 1 si m est impair.

e) Soit p un entier naturel non nul. Montrer, par récurrence sur l’entier p, que pour tout entier m compris entre 0 et 
[image: image559.wmf]21
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est une fonction affine à coefficients entiers. 

(Autrement dit, il s’agit de prouver qu’il existe deux entiers naturels 
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l’on  ait, pour tout réel x de l’intervalle 
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Pour établir la propriété au rang 
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2. Les suites « chapeau de clown » : première investigation

On appelle suite « chapeau de clown » une suite 
[image: image570.wmf]()
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 dont le premier terme 
[image: image571.wmf]0

u

 appartient à    [0 ; 1] et qui vérifie, pour tout entier n : 
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a) Quelle est la suite « chapeau de clown » correspondant à 
[image: image573.wmf]0
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 ? Quelle est celle correspondant  à 
[image: image574.wmf]0
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 ? à 
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b) Lorsque 
[image: image576.wmf]0
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, utiliser 1.a) pour représenter graphiquement les termes de la suite. Vérifier que la suite est périodique et préciser sa période.

c) Dans chacun des cas suivants, vérifier que la suite obtenue est encore périodique et déterminer sa période : 
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. (On pourra utiliser un tableur, en mettant les cellules au format fractionnaire.)

d) Soit k un entier fixé (
[image: image584.wmf]1
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). Écrire la liste de toutes les valeurs de la suite pour 
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e) Peut-on déterminer 
[image: image587.wmf]0
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 de façon à obtenir une suite périodique de période 4 ? une suite périodique de période k (k étant un entier naturel quelconque) ?

3. Cas d’un premier terme rationnel
On suppose dans cette question que 
[image: image588.wmf]0

u

est rationnel, c’est-à-dire que 
[image: image589.wmf]0
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 peut s’écrire sous la forme d’une fraction 
[image: image590.wmf]a
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, avec a et b entiers naturels.

a) Montrer que tous les termes de la suite « chapeau de clown » correspondante sont rationnels. Que peut-on dire de leurs dénominateurs ?

b) Montrer qu’il y a dans la suite 
[image: image591.wmf]()

n

u

au moins deux termes égaux.

c) En déduire qu’à partir d’un certain rang la suite est périodique, de période inférieure ou égale à 
[image: image592.wmf]1
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4. Cas d’un premier terme irrationnel

      On suppose que 
[image: image594.wmf]n
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 est rationnel pour un entier n supérieur ou égal à 1.
a) Quelles sont les valeurs possibles de 
[image: image595.wmf]1
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[image: image596.wmf]1
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est rationnel.

b) Montrer alors que tous les termes de la suite sont rationnels.

c) Si 
[image: image597.wmf]0
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 est irrationnel, que peut-on dire de tous les termes de la suite ?

5. Caractérisation des suites périodiques

On suppose dans cette question que la suite est périodique de période p (
[image: image598.wmf]1
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), à partir du rang k, c’est-à-dire que pour tout entier naturel
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a) Montrer que 
[image: image601.wmf]()
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, la fonction 
[image: image602.wmf]p
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 étant celle définie en 1.b).

b) En déduire que 
[image: image603.wmf]k

u

est un nombre rationnel.

c) À l’aide des questions précédentes, donner une condition nécessaire et suffisante portant sur le premier terme pour qu’une suite « chapeau de clown » soit périodique.
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THEME N° 9 : Exemples et contre-exemples 

de fonctions sous contraintes
Objectif – Voilà un thème qui fait essentiellement appel à l’imagination. Il requiert une bonne connaissance du cours, mais surtout la faculté de mobiliser un certain nombre d’images mentales liées à l’aspect graphique de certaines propriétés. Pour la plupart des questions, on peut même se contenter d’une réponse graphique, une formule explicite peut venir dans un deuxième temps.

Niveau et difficultés – Le thème s’adresse aux élèves de Terminale S, il est tout indiqué pour effectuer une synthèse sur la compréhension des notions de continuité et de dérivabilité. Les questions 6 et 8 sont délicates si l’on exige une expression de 
[image: image604.wmf]()

fx

, mais très raisonnables si l’on s’en tient à un dessin.
Dans chacun des cas suivants, donner un exemple de fonction f vérifiant les conditions indiquées.

1. f est définie et continue sur R, strictement croissante et bornée.

2. f est une fonction définie et continue sur R, positive et strictement décroissante. 

3. f est définie et continue sur R, impaire et périodique de période 1.

4. f est définie sur R, mais discontinue en chaque valeur entière de la variable.

5. f est définie et continue sur R, mais pas dérivable en chaque valeur entière de la variable.

6. f est définie sur ]0, 1] et, pour tout n entier naturel, f est continue sur l’intervalle
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 mais discontinue en
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7. f est définie et continue sur
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8. f est définie et continue sur 
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9. f est continue et strictement croissante sur R et vérifie :
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10.  f est continue et strictement positive sur R et vérifie : 
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.
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THEME N° 10 : Fonctions paires, fonctions impaires

Décomposition
Objectif – Ce thème montre tout d’abord qu’une fonction quelconque définie sur R peut se décomposer en somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire (question 1), puis propose deux exemples simples (question 2), une application astucieuse pour la résolution d’une équation fonctionnelle (question 3), et enfin un prolongement algorithmique (question 4).

Niveau et difficultés – Le thème s’adresse à l’élève de 1ère S, à l’exception de la question 3, plutôt réservée à la classe de Terminale. Rien ne va au-delà des connaissances des programmes.
1. Décomposition d’une fonction quelconque
      Soit f : R 
[image: image615.wmf]®

 R une fonction quelconque.

     a)   On définit deux fonctions de R dans R associées à f, notées respectivement fp et fi , par :
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            Montrer que fp est une fonction paire et fi est une fonction impaire.

b) Supposons qu’il existe une fonction paire g et une fonction impaire h, définies de R dans R, telles que
[image: image618.wmf]fgh
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. Montrer que nécessairement 
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c) Déduire des questions précédentes que toute fonction f de R dans R se décompose de manière unique en somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire.

Les fonctions fp et fi sont appelées respectivement « partie paire » et « partie impaire » 
de f .

2. Etude de deux cas particuliers
a) Fonction polynomiale.


  On considère la fonction polynomiale P définie par :

[image: image621.wmf]6532
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.
       Vérifier que la partie paire Pp et la partie impaire Pi de la fonction P sont des fonctions 
  polynômes, que l’on exprimera.


Quelle remarque peut-on faire sur la partie paire et sur la partie impaire d’une fonction  polynôme ?

b) Fonction exponentielle.


Dans cette question, on pose 
[image: image622.wmf]()exp()
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 et l’on note respectivement ch et sh les  fonctions fp et fi associées.

(i) Calculer les dérivées ch’ et sh’.

(ii) Montrer que pour tout réel x, on a : 
[image: image623.wmf]22
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(iii) Montrer que, pour tout réel x, on a :

[image: image624.wmf]2
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(À cause de certaines analogies frappantes dans les relations précédentes, les fonctions ch et sh sont appelées respectivement « cosinus hyperbolique » et « sinus hyperbolique ».)

3. Détermination d’une solution d’équation « fonctionnelle différentielle ».

Soit f : R 
[image: image626.wmf]®

 R une fonction deux fois dérivable sur R et vérifiant pour tout réel x :

(E) 
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a)   Montrer que chacune des fonctions fp et fi associées à f est solution d’une équation différentielle du second ordre.

b)   Déterminer une fonction polynomiale vérifiant chacune des équations différentielles précédentes. En déduire une solution particulière de l’équation (E).

4.   Décomposition et ramification d’une fonction polynôme.

a)   Montrer que pour toute fonction  polynôme P peut s’écrire de manière unique sous la forme 
[image: image628.wmf]22
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, où P0 et P1 sont des fonctions polynômes. (Utiliser la question 1.)

P donne donc naissance à deux polynômes P0 et P eq \o(1). 

De même ces deux derniers polynômes donnent respectivement 
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 selon le schéma suivant :
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Présentation d’un exemple : 
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b)   Inversement, existe-t-il une fonction polynôme P vérifiant les conditions :
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THEME N° 11 : Équations fonctionnelles :
aspect algébrique
Objectif – Il s’agit de résoudre une première équation fonctionnelle classique (partie I), par une méthode algébrique, puis de ramener la résolution d’une deuxième équation de ce type à la première, par composition de fonctions.

Niveau et difficultés – Ce thème peut être abordé avec des connaissances modestes de Terminale S, qui se cantonnent aux propriétés de base des fonctions logarithme et exponentielle.

I) On veut déterminer toutes les applications de l’ensemble Q des nombres rationnels dans l’ensemble R des nombres réels telles que pour tout 
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 et tout 
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 dans Q : 
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Soit f une fonction vérifiant les hypothèses précédentes.
1- Déterminer 
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2- Pour tout nombre entier 
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3- Pour tout nombre entier 
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4- Pour tout 
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5- Montrer que pour tout rationnel 
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6- Conclure qu’il existe un nombre réel 
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  tel que pour tout rationnel 
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II) On s’intéresse maintenant aux applications g de l’ensemble 
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des nombres réels strictement positifs dans l’ensemble R des nombres réels telles que pour tout 
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Soit g une fonction vérifiant les hypothèses précédentes.
1- Montrer que s’il existe un réel 
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2- Montrer que s’il existe un réel 
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3- Montrer que s’il existe un réel 
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4- On suppose qu’il existe 
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 est la fonction logarithme népérien  et 
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 la fonction exponentielle :

a) 
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 est-elle bien définie sur l’ensemble  R ?

b) Montrer que 
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 vérifie la propriété : pour tout 
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 et tout y dans R : 
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En déduire qu’il existe un réel 
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THEME N° 12 : Équations fonctionnelles :
aspect analytique
Objectif – Ce thème fait suite au précédent ; il propose la résolution de quatre équations fonctionnelles « cousines », par une méthode basée sur l’Analyse. La démarche est voisine de celle du programme de Terminale S, dans l’introduction de la fonction exponentielle (c’est d’ailleurs l’objet de la partie II). La partie V réunifie les quatre résolutions, qui peuvent toutes se ramener à la première.

Niveau et difficultés – Ce problème s’adresse à la classe de Terminale S, sans dépassement de programme. Il demande toutefois une bonne maîtrise de la définition de la continuité et de celle de la dérivabilité.

   Les quatre premières parties peuvent être traitées  indépendamment.
Partie I

 Soit f une application de R dans R telle que pour tout x et tout y : 
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      1/ Déterminer
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f
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      2/ Montrer que si f est continue en 0, alors f est continue en tout point x de R.
      3/ On suppose que f est dérivable en 0.

         a/ Montrer qu’en tout point x de R, f est dérivable et  vérifie : 
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         b/ En déduire qu’il existe un réel a tel que pour tout réel x : 
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Partie II

Soit f une application de R dans l’ensemble 
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 des nombres réels strictement positifs telle que pour tout x et tout y : 
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      1/ Montrer que 
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      2/ Montrer que si f est continue en 0, alors f est continue en tout point x de R.

      3/ On suppose que f est dérivable en 0.

          a/ Montrer qu’en tout point x de R, f est dérivable et vérifie l’équation :
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          b/ En déduire une solution de l’équation lorsque 
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Partie III

Soit f une application de l’ensemble 
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 des réels strictement positifs dans R telle que, pour tout x et tout y de 
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       1/ Montrer que 
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       2/ Montrer que si f est continue au point 
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       3/ On suppose que f est dérivable au point 
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           a/ Montrer qu’en tout point x de 
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Partie IV

Soit f une application de l’ensemble 
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 des réels strictement positifs dans lui-même telle que, pour tout x et tout y de 
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        1/ Montrer que 
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        2/ Montrer que si f est continue au point 
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        3/ On suppose que f est dérivable au point 
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            a/ Montrer qu’en tout point x de 
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            b/ Vérifier que les fonctions 
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, où a est un réel fixé, sont des solutions de cette équation.

Partie V

        1/ Montrer que si f vérifie les hypothèses de la partie II, alors 
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  est bien définie 
sur R et vérifie  les hypothèses de la partie I.
            2/ Montrer que si f vérifie les hypothèses de la partie III, alors 
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sur R et vérifie les hypothèses de la partie I.
            3/ Montrer que si f vérifie les hypothèses de la partie IV :

            a/ 
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 est bien définie sur R et vérifie les hypothèses de la partie II ;
            b/ 
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            c/ 
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 est bien définie sur R et vérifie les hypothèses de la partie I .
Troisième Partie 

Logique

· Thème 1 – Les premiers pas en logique
· Thème 2 – Le principe des tiroirs
· Thème 3 – Les visages de l’équivalence
Logique

THEME N° 1 : Les premiers pas en logique
Objectif – Ce thème envisage quatre notions de logique élémentaire qui sont utiles dans bien des situations, en mathématiques comme ailleurs. Il s’agit de la notion de proposition, de la plus simple à quelques exemples plus élaborés, et de la négation d’une telle proposition. Plutôt que d’assener l’ensemble des exercices proposés en un seul bloc, il est plutôt conseillé de puiser dans les exemples proposés par petites touches, en fonction des besoins de la classe.
Niveau et difficultés – Le thème peut être abordé dès la classe de Seconde, car les exemples introductifs n’hésitent pas à s’ancrer sur des situations du quotidien, sans prérequis mathématique qui pourrait en masquer la portée. La plupart des exercices proposés prend également appui sur le programme de Seconde.
A – Proposition simple et sa négation
Quelques exemples

La négation de la phrase : « J’habite à Dijon » est : « Je n’habite pas à Dijon ».

Celle de la phrase « Le triangle ABC est équilatéral » est : « Le triangle ABC n’est pas équilatéral »

Notations usuelles

La négation d’une proposition 
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 est notée  
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  ou  (non  P).

Cette proposition est fausse si 
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 est vraie et elle est vraie si 
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est fausse.

Exercice 1
Former la négation des propositions suivantes :

· « J’aime le chocolat. »
· « Le quadrilatère ABCD est un parallélogramme. »
· « De ma fenêtre, je vois le Mont Blanc. »
Double négation

En logique classique, la double négation correspond à une affirmation. On peut traduire cela en disant que les propositions 
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 sont équivalentes : ces deux propositions sont vraies simultanément ou fausses simultanément.
Exemples
Si P est la proposition « Je n’ai pas sommeil », (non P) peut s’énoncer « J’ai sommeil ».

Soit x un nombre réel. « x n’est pas irrationnel » équivaut à « x est rationnel ».
Remarque

La logique est sans nuance, contrairement au langage courant qui s’accommode de certaines convenances et sous-entendus. C’est ainsi que dans la vie courante « ennemi » n’est pas forcément le contraire « d’ami » puisque un ennemi de mon ennemi peut très bien être lui aussi mon ennemi. De même, dans la bouche de Chimène, « Je ne te hais point » n’est pas le contraire de « Je te hais » : certaines forme de rhétorique comme la litote se situent résolument en dehors de la logique.
B – Le « ET » et le « OU »
1. Conjonction et disjonction inclusive de deux propositions 
À partir de deux propositions P, Q, on peut former une autre proposition notée (P et Q) ou « conjonction de P et Q ». Cette nouvelle proposition est vraie lorsque P et Q sont vraies simultanément, et dans ce cas seulement. Par exemple, si n est un entier relatif, « n est un multiple de 3 et de 5 » (proposition R) est la conjonction des propositions : (P) « n est un multiple de 3 » et Q : « n est un multiple de 5 ».
À partir de deux propositions P, Q, on peut aussi former une autre proposition notée (P ou Q), qui est vraie lorsque P est vraie ou lorsque Q est vraie, en convenant que le « ou » a un sens inclusif, c’est-à-dire que (P ou Q) est vraie aussi lorsque P et Q sont simultanément vraies. On dit que (P ou Q) est la disjonction inclusive des propositions P et Q. Ainsi, avec l’exemple précédent, la proposition « n est multiple de 3 ou de 5 » s’applique aux entiers 3, 6, 9, …, 5, 10, …, mais aussi à 15 qui est un multiple des deux nombres.
2.   Négation des propositions (P et Q), (P ou Q)
Résultats admis
Soit P et Q deux propositions.

La négation de la proposition (P et Q) est la proposition ((non P) ou (non Q)).

La négation de la proposition (P ou Q) est la proposition ((non P) et (non Q)).

Exemples

· Si n est un entier relatif, la négation de « n est multiple de 3 et de 5 » est « n n’est pas multiple de 3 ou n n’est pas multiple de 5 » ; la négation de « n est multiple de 3 ou de 5 » est : « n n’est pas multiple de 3 ni de 5 ».
· Si ABC est un triangle, la négation de « ABC est rectangle et isocèle » est « ABC n’est pas rectangle ou n’est pas isocèle », ce qui englobe bien sûr le cas où ABC n’est ni rectangle ni isocèle.

· On tire une carte d’un jeu de 32 cartes et on considère la proposition P : « la carte est un carreau ou un as ». La proposition (non P) est : « la carte n’est ni un carreau ni un as ».

Exercice 3

Dans chacun des cas suivants, on donne une proposition P. Enoncer la proposition contraire (non P).

a) « Je pratique l’Anglais et l’Espagnol. » (P)
b) « Au cinéma, le tarif réduit est consenti aux chômeurs ou aux étudiants. » (P)

c) Soit x un nombre réel. « x est positif ou rationnel. » (P)
d) On tire une des 32 cartes d’un jeu. « La carte tirée est un roi et n’est pas un carreau. » (P)

e) On considère un nombre entier naturel dont l’écriture décimale comporte trois chiffres. « Le nombre est multiple de 3 et il est supérieur ou égal à 300. » (P)

Exercice 4 – QCM

Soit n un entier naturel strictement inférieur à 100, et (P) la proposition : « n est pair et multiple de 5 ou n est multiple de 3 ». La proposition (non P) est (choisir la bonne réponse) :

a) « n est impair et non multiple de 5 et non multiple de 3 » ;
b) « n est impair ou non multiple de 5 et n est multiple de 3 » ;

c) « n n’est multiple ni de 10 ni de 3 » ;

d) « n est pair ou multiple de 5 et n est multiple de 3 ».
C – Les locutions « POUR TOUT … » et « IL EXISTE… »
1. Proposition universelle, proposition existentielle
Une proposition logique peut porter sur tous les éléments d’un certain ensemble ; on dit alors que cette proposition est universelle. Elle peut aussi porter sur l’existence d’au moins un élément d’un ensemble ; dans ce cas, on dit qu’elle est existentielle.
Par exemple, si n est un entier naturel, les propositions  (P) : « tout élève de Terminale doit s’inscrire au baccalauréat » et (Q) : « tout entier naturel peut s’écrire comme la somme d’au plus quatre carrés d’entiers naturels » sont des propositions universelles ; les propositions (R) : « il existe un élève de la classe qui parle l’Espagnol » et (S) : « il existe des réels qui ne sont pas rationnels » sont des propositions existentielles.

Ces propositions sont bien souvent identifiables par des locutions appropriées telles que « tout … », « pour tout … », « quel que soit … » pour les premières, « il existe… » pour les secondes ; en mathématiques, on s’efforce de toujours préciser ces locutions, que l’on nomme des quantificateurs. Cependant ces locutions sont bien souvent omises dans le langage courant, et c’est l’usage seul qui nous permet de les discerner. Ainsi, dans la phrase « un entier est un décimal », il est sous entendu que tout entier est un décimal ; dans la phrase « un décimal est le quotient d’un entier par une puissance de dix », il faut comprendre l’affirmation en terme universel pour ce qui est du décimal, mais en terme d’existence en ce qui concerne l’entier et la puissance de dix. Pour éviter les ambiguïtés, on évite ce type de formulation en mathématiques ; la dernière proposition doit plutôt s’énoncer ainsi :
« Pour tout décimal d, il existe un entier A et un entier naturel n tels que 
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2. Négation d’une proposition universelle, notion de contre exemple
Exemple 

Soit (P) la proposition universelle « tous les élèves de S ont la moyenne en mathématiques le jour du Bac ». La négation  de (P) est « il existe au moins un élève de S qui n’a pas la moyenne en mathématiques le jour du Bac »
Cas général : 
Etant donné une proposition universelle qui s’énonce : 

« Pour tout élément x de l’ensemble (
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),
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 est vérifié. » (P)

(Dans la pratique 
[image: image777.wmf]()

Px

 est une propriété bien précisée vérifiée par x.)
Alors la négation de (P) s’énonce ainsi : 

« Il existe au moins un élément 
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 de (
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) tel que 
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n’est pas vérifié. » (non P)
Cela signifie que, si l’on veut prouver qu’une  proposition universelle (
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) n’est pas vraie, il suffit de trouver un seul élément 
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 de l’ensemble (E) tel que 
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 n’est pas vraie. Cet élément x qui infirme la proposition (P)  est appelé un contre exemple.

Exemple 

Soit  f la fonction définie sur R par :
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, et (P) la proposition « f est une fonction paire ». On sait que pour une fonction définie sur R cette propriété (P) se traduit par : « Pour tout x élément de R, 
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Pour prouver que  f  n’est pas une fonction paire, il suffit donc de trouver un réel particulier a tel que 
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. Sans aller chercher bien loin, on constate que 
[image: image787.wmf](1)3

f

=

et 
[image: image788.wmf](1)1

f

-=
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, cela suffit à infirmer la proposition (P) : on peut conclure à l’aide de ce seul contre exemple que la fonction  f  n’est pas une fonction impaire.
Exercice 5

Dans chacun des cas suivants, former la négation de la proposition (P).
a) « Tous les élèves de la classe ont la moyenne en mathématiques. » (P)
b) « Tout nombre entier pair supérieur à 2 peut s’écrire comme la somme de deux nombres premiers. » (P)

c) « Tout nombre rationnel est décimal. » (P)
Exercice 6 – Vrai/Faux
Dire si chacune des propositions suivantes est vraie ou fausse. Si elle est vraie, justifier la réponse, si elle est fausse, exhiber un contre exemple.

a) « Tout nombre entier naturel peut s’écrire comme somme d’au plus trois carrés d’entiers naturels. »

b) « La fonction f définie sur R par : 
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est une fonction paire. »

c) « La fonction  f définie sur R par : 
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 est une fonction impaire. »

d) « Tout entier naturel est soit pair soit impair. »

e) « Toute fonction définie sur R est soit paire soit impaire. »

f) « Toute solution sur R de l’équation 
[image: image792.wmf]2
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est positive. »

Remarque
Considérons la proposition (P) : « Tous les chiens à deux têtes sont jaunes ». La négation de cette proposition (« Il existe un chien à deux têtes qui n’est pas jaune ») est évidemment fausse, puisqu’il n’existe pas de chien ayant deux têtes (ou alors … !). La proposition (non P) étant fausse, il en résulte que (P) est vraie ! Cela peut surprendre, mais on établit de même que toute proposition universelle portant sur les éléments de l’ensemble vide est une proposition vraie. La logique est imparable, même si elle défie parfois l’intuition.
3. Négation d’une proposition existentielle

Exemple
Soit (P) la proposition : « Il existe un entier naturel n tel que l’écriture décimale de 
[image: image793.wmf]2
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se termine par 7 ». La négation de (P) est « Pour tout entier naturel n, l’écriture décimale de 
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ne se termine pas par 7 ». 
Cas général : 
Etant donné une proposition existentielle qui s’énonce : 

« Il existe un élément x de l’ensemble (
[image: image795.wmf]E

) tel que
[image: image796.wmf]()
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 est vérifié. » (P)

(Dans la pratique 
[image: image797.wmf]()

Px

 est une propriété bien précisée vérifiée par x.)
Alors la négation de (P) s’énonce ainsi : 

« Pour tout élément 
[image: image798.wmf]x

 de (
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),
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n’est pas vérifié. » (non P)

Exercice 7 – Vrai/Faux
Dire si chacune des propositions suivantes est vraie ou fausse. Justifier chaque réponse.

a) « Il existe un entier naturel qui admet exactement sept diviseurs. »

b) « Il existe un entier naturel dont le carré, écrit en base dix, se termine par 7. »

c) « Il existe une fonction définie sur R qui change une infinité de fois de sens de variation. »

d) « Il existe une solution rationnelle de l’équation 
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e) « Il existe un réel x tel que 
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f) « Il existe un réel x tel que 
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Logique
THEME N° 2 : Le Principe des Tiroirs

Objectif – Ce thème d’étude ne fait appel à aucune connaissance mathématique particulière, si ce n’est le principe énoncé dans l’en-tête. Ce dernier est d’ailleurs admis, en faisant référence à la logique « naïve ». Son intérêt principal est de susciter l’étonnement par le contraste entre la modestie de l’outil utilisé et sa performance dans la résolution de problèmes très divers, et parfois assez délicats. C’est dans ce sens qu’il illustre la puissance du raisonnement logique.

Niveau et difficultés – Ce thème peut être abordé en classe de Seconde, du moins en ce qui concerne les exercices les plus faciles (parties A et B). Pour les plus difficiles, le niveau de Première ou de Terminale sont plutôt conseillés (surtout pour la partie D).

Le principe

« Lorsqu’on range 
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 objets ou plus dans n tiroirs, il n’y a aucun doute : l’un des tiroirs doit contenir au moins deux objets. »

Cette évidence logique d’apparence simpliste s’est vue ériger en « principe » en 1834 par  l’éminent mathématicien allemand Peter Gustav Lejeune-Dirichlet, sous le nom de Principe des tiroirs. La raison est que cette évidence d’une banalité affligeante se révèle être un outil surprenant dans certaines situations de la vie courante, et parfois très puissant dans de nombreux domaines des mathématiques (arithmétique, dénombrement, géométrie, analyse), mais aussi de certaines autres sciences (théorie des fichiers, mécanique quantique, …). Les exercices qui suivent donnent un aperçu de la portée de cet outil, simple à comprendre mais dont l’application demande parfois astuce et réflexion.
A – Quelques situations simples

Exercice 1 : les initiales
Dans un village de France de 677 habitants, pourquoi peut-on être sûr que deux habitants ont les mêmes initiales (celle du prénom, suivie de celle du nom) ?
Indication 

Les objets : les habitants ; les tiroirs : les initiales.

Combien y a-t-il d’initiales différentes ?

Exercice 2 : le même anniversaire
Combien faut-il réunir de personnes au moins dans un congrès pour être sûr que deux au moins des personnes présentes fêtent leur anniversaire le même jour ?

Exercice 3 : les bons petits plats
Au mois de novembre, Charles a pris tous ses repas de midi au « Resto-U ». Il a mangé 18 fois des spaghettis et 13 fois de la glace.

Montrer qu’il a pris un repas comportant à la fois glace et spaghettis.

Exercice 4 : les nombres jumeaux
1. Choisir 12 entiers distincts compris entre 1 et 99. Vérifier que la différence de deux d’entre eux, bien choisis, est un nombre jumeau, c’est-à-dire un nombre s’écrivant avec deux chiffres identiques, comme 33, 77, ….

2. Recommencer avec une autre liste de 12 nombres, et conjecturer un résultat général.

3. Démonstration

a) Montrer que lorsqu’on choisit 12 entiers distincts, deux d’entre eux ont le même reste dans la division par 11. (C’est là qu’intervient le principe des tiroirs.)

b) Démontrer alors le résultat conjecturé.

Exercice 5 : l’œuvre
Une œuvre (très) moderne est ainsi réalisée : le peintre plante au hasard 5 clous sur un carré de toile blanche de 1 mètre de côté. 

Montrer qu’il existe nécessairement deux clous situé à moins de 75 cm l’un de l’autre.

(On pourra montrer que le carré peut être entièrement recouvert par quatre disques de même taille et de rayon … Non ce serait trop facile !)

B – Un peu plus rusé

Exercice 6 : les polyèdres
Un polyèdre est un solide formé de faces planes qui sont des polygones. Bien entendu, chaque face d’un polyèdre possède au moins trois arêtes.

Le but de cet exercice est de montrer que dans tout polyèdre, il existe deux faces polygonales de même nature, c’est-à-dire ayant le même nombre d’arêtes.

1. Pour un polyèdre donné, notons n le nombre maximal d’arêtes sur une face lorsque l’on considère toutes les faces de ce polyèdre. Si une face possède n arêtes, combien a-t-elle de faces voisines ?

2. On choisit une face ayant n arêtes. Montrer que parmi toutes ses faces voisines, deux d’entre elles ont le même nombre d’arêtes.

Exercice 7 : les amis
Le but de cet exercice est de montrer que dans un groupe de n personnes (
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n

³

), on peut trouver deux personnes qui ont exactement autant d’amis l’une que l’autre. (On suppose que si A est l’ami de B, alors B est l’ami de A, et que nécessairement B est différent de A.)

1. Montrer que si l’on considère toutes les personnes du groupe, le nombre d’amis possibles de ces personnes à l’intérieur du groupe peut prendre n valeurs différentes. Lesquelles ?

2. Montrer que si parmi les valeur précédentes figure le nombre 
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, alors le nombre 0 n’y figure pas. En déduire que le nombre précédent ne peut prendre en fait que 
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valeurs.

3. Résoudre alors le problème.

Exercice 8 : les milieux
1. À quelle condition deux points du plan à coordonnées entières définissent-ils un segment dont le milieu est à coordonnées entières ?

2. En déduire que si l’on considère cinq points du plan à coordonnées entières, alors l’un des milieux des segments ayant pour extrémités deux de ces cinq points est lui aussi à coordonnées entières.

Indication
Soit 
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 les coordonnées des cinq points choisis.

On peut classer les couples de coordonnées de chaque point en quatre catégories : (pair, pair), (pair, impair), (impair, pair), (impair, impair). …
Exercice 9 : le rectangle monochrome
On considère tous les points de coordonnées 
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 où a et b sont des entiers vérifiant : 
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1. Colorier tous ces points soit en bleu soit en rouge ; vérifier alors qu’on peut trouver un rectangle dont les sommets, choisis parmi ces points, sont d’une même couleur.

2. De combien de façons peut-on colorier trois points situés sur une même droite parallèle à (Oy) ?

3. Montrer que la propriété observée dans la première question est vraie quel que soit le coloriage qui a été opéré.

Exercice 10 : caramels (D’après Rallye mathématique de Bourgogne)
Devant un bocal de caramels, Pascal se dit : « Pour être sûr d’avoir :

-   2 caramels de même couleur, il faudrait que j’en prenne au minimum 4 ;

-   2 caramels de couleurs différentes, il faudrait que j’en prenne au minimum 12 ;

-   2 caramels bleus, il faudrait que j’en prenne au minimum 10 ;

-   2 caramels verts, il faudrait que j’en prenne au minimum 16. »

Combien y a-t-il de caramels dans le bocal ?

Indications
a)   Combien y a-t-il de couleurs ?

b)   Les couleurs sont : bleu, vert, et une autre ; supposons que la troisième couleur est rouge. Désignons par b, v, r les nombres respectifs de caramels bleus, verts, rouges, et par x l’effectif de la couleur la plus représentée. Que vaut x ?

c)   Calculer 
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 et à partir de la troisième affirmation ; en déduire que 
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d)   Calculer 
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à partir de la dernière affirmation, puis conclure.
Exercice 11 : cohabitation (D’après Rallye mathématique d’Aquitaine)

Les bêtes à mauvais caractère sont des animaux qui ne peuvent cohabiter qu’à une condition : être éloignés les uns des autres d’au moins huit mètres.

Peut-on faire cohabiter 10 bêtes à mauvais caractère dans un enclos rectangulaire de 18 mètres de longueur sur 15 mètres de largeur ?

Indication
Objets : les 10 bêtes. Reste à trouver 9 tiroirs …
C – Le principe généralisé

« Lorsqu’on range 
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objets ou plus dans n tiroirs, alors un des tiroirs doit contenir au moins 
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objets. »

Nous admettons cette généralisation facile à comprendre sur un exemple : rangeons 16 chaussettes dans 5 tiroirs ; en égalisant le contenu des tiroirs, on peut faire entrer 3 chaussettes dans chacun d’eux et il reste une chaussette qui doit aller dans l’un des tiroirs. Ainsi l’un d’entre eux doit contenir 4 chaussettes au moins. 

Il s’agit d’appliquer ce principe dans les exercices qui suivent.

Exercice 12 : le colloque
Un colloque réunit 12 représentants de chacun des 27 pays de l’Union européenne. 

Si l’on choisit au hasard les personnes parmi tous ces représentants, combien doit-on mettre de personnes dans un groupe de travail pour être sûr d’avoir dans ce groupe :

a) 3 personnes au moins de la même nationalité ?

b) au moins 8 nationalités représentées ?

Exercice 13 : sept d’un coup
151 points sont placées sur un carré de 7 mètres de côté. 

Montrer qu’il existe un disque de rayon 1 mètre contenant au moins sept points.

Indication

On peut recouvrir le carré par des disques de rayon 1, convenablement disposés.

L’un de ces disques est représenté ci-contre …

Il reste à préciser la position des centres de tous ces cercles et à les compter …
D – Un peu plus difficile

Exercice 14 : une propriété des puissances de 43
On remarque que le nombre 
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, écrit en base dix, se termine par 01. Cette question a pour but d’établir qu’il existe une puissance de 43 dont l’écriture en base dix se termine par 0001.

1. Montrer que dans la liste 
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, il existe deux nombres dont l’écriture en base dix se termine par les mêmes quatre derniers chiffres. On note 
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ces deux nombres, avec a et b entiers strictement positifs.

2. En déduire que 
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est divisible par 10 000.

3. Démontrer alors que le nombre 
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répond à la question.

Remarque : on pourrait établir de même qu’il existe une puissance de 43 qui se termine par 0…01, où le nombre de zéros est aussi grand que l’on veut. Le nombre 43 lui-même n’est pas incontournable : la propriété précédente demeure vraie avec les puissances de n’importe quel entier supérieur ou égal à 2, pourvu que cet entier soit premier avec dix, c’est-à-dire qu’il ne soit divisible ni par deux ni par cinq.

Exercice 15 : le joueur d’échecs
Un tournoi d’échecs se déroule en six semaines ; pendant les 42 jours du tournoi, un joueur joue au moins une partie par jour et au maximum 10 parties par semaine. Le but de cet exercice est de montrer qu’il existe une suite de jours consécutifs au cours desquels il a joué exactement 23 parties.

Soit 
[image: image824.wmf]n
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le nombre total de parties jouées à la fin du n-ième jour.

1. Montrer que les nombres 
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forment une suite strictement croissante d’entiers compris entre 1 et 60 (au sens large).

2. Que peut-on en déduire pour la suite de nombres 
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3. En déduire que les deux listes ont un élément commun, et conclure.

Exercice 16 : l’un divise l’autre
a) Expérience
Choisir 11 entiers compris entre 1 et 20, et vérifier qu’il existe dans la liste choisie deux nombres dont l’un divise l’autre.

Recommencer avec une nouvelle liste de 11 entiers.

Conjecturer une propriété générale, avec une liste de 
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 entiers compris entre 1 et 
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b) Démonstration
a) Soit N un entier naturel non nul. Montrer qu’il existe un unique entier naturel a et un unique entier naturel impair p tels que : 
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b) Soit n un entier naturel non nul. On considère une liste de 
[image: image830.wmf]1

n

+

 entiers compris entre 1 et 
[image: image831.wmf]2

n

. Avec les notations du a), ces entiers peuvent s’écrire 
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, où les nombres 
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Démontrer que dans la liste 
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, deux nombres au moins sont égaux.

c) En déduire que dans la liste des 
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 entiers choisis, on peut en trouver deux tels que l’un divise l’autre.

Exercice 17 : classement de fichiers
 À l’étape 0, on considère un tableau de 4 lignes et 5 colonnes, rempli de nombres quelconques, comme dans l’exemple ci-après.

	Etape 0
	
	Etape 1
	
	Etape 2

	17
	1
	8
	12
	33
	
	3
	1
	8
	2
	8
	
	1
	2
	3
	8
	8

	41
	16
	19
	29
	8
	
	15
	5
	19
	12
	10
	
	5
	10
	12
	15
	19

	3
	27
	30
	2
	13
	
	17
	16
	19
	23
	13
	
	13
	16
	17
	19
	23

	15
	5
	19
	23
	10
	
	41
	27
	30
	29
	33
	
	27
	29
	30
	33
	41


À l’étape 1, on a rangé les nombres de chaque colonne dans l’ordre croissant.

À l’étape 2, on a rangé les nombres de chaque ligne du tableau de l’étape 1 dans l’ordre croissant.

On pourrait penser que ce dernier rangement a modifié l’ordre des nombres de chaque colonne ; il n’en est rien comme on le constate dans l’exemple qui précède : dans chaque colonne, les nombres ont pu être modifiés, mais ces nombres restent rangés du plus petit au plus grand.

1. Expérience
Recommencer avec des tableaux rectangulaires de tailles différentes et des nombres différents (on pourra utiliser un tableur pour les rangements successifs). La constatation précédente est-elle renouvelée ?

2. Démonstration dans le cas général
On considère un tableau rectangulaire à n lignes et p colonnes, avec n et p entiers supérieurs ou égaux à 2. Ce tableau est rempli de nombres, et l’on note 
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le nombre figurant dans la case située sur la ligne i et la colonne j. On range d’abord les nombres de chaque colonne dans l’ordre croissant (étape 1), puis les nombres de chaque ligne du tableau obtenu dans l’ordre croissant (étape 2). Raisonnons par l’absurde, en supposant qu’il existe une colonne j dans laquelle deux nombres consécutifs 
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a) Considérons les 
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). Ce sont tous les nombres de la ligne 
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, qui précèdent 
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et tous les nombres de la ligne i qui suivent 
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(ces deux nombres étant compris). Voir le schéma ci-après.
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Montrer que chaque nombre de la liste {
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} est strictement inférieur à 
chaque nombre de la liste {
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b) Montrer qu’avant l’étape 2 (rangement des nombres de chaque ligne), l’un des nombres de la première liste était dans la même colonne qu’un des nombres de la deuxième liste.

c) En déduire une contradiction, et conclure.
Note – Le résultat précédemment établi est très précieux en théorie des fichiers ; il permet une grande économie de moyens dans les procédures de classement.

3. Lorsqu’on échange les étapes 1 et 2, le classement est-il différent ? La propriété précédemment mise en évidence demeure-t-elle vraie ?
Logique

THEME N° 3 : Les visages de l’équivalence
Objectif – La maîtrise du concept d’équivalence demande beaucoup de temps aux élèves tout au long des trois années de la scolarité au lycée. Ce texte présente  différents types de situations rencontrées avec eux sur le sujet. L’idée directrice  est que  l’équivalence peut nous « sortir d’un mauvais pas » : pour prouver qu’une propriété est vraie, on peut « remplacer » cette propriété par une propriété qui lui est équivalente et qui sera plus facile à démontrer. L’équivalence permet également de transposer un problème d’un champ de résolution à un autre dans le contexte duquel la solution est plus intuitive.
Niveau et difficultés – Ce thème est utilisable dès la classe de seconde. Les exemples ou exercices  sont souvent mêlés sur les trois niveaux. L’idée est de se donner du temps et de piocher dans le recueil à intervalles réguliers.
Première partie - Un peu de théorie
A)   Première définition de l’équivalence

Définition 1 - Soient P et Q deux propositions (une proposition peut être une phrase, un égalité, une inégalité, etc.). P et Q sont dites équivalentes lorsqu’elles ont simultanément même valeur de vérité, c'est-à-dire lorsqu’elles sont simultanément vraies ou fausses. On écrit alors : 
« P ( Q »   ou   « P si et seulement si Q ».
(La locution «  si et seulement si » pourra s’écrire « ssi ».)      

Exemples et contre exemples : les connaissances  acquises au collège nous  incitent à admettre les équivalences suivantes. Nous pourrons apprendre  à les démontrer ultérieurement. 

a) Soient a, b, c et d quatre nombres réels tels que b ( 0 et d (0 ; alors : 
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.
b) Soit ABCD un quadrilatère du plan ; alors ABCD est un parallélogramme ssi les segments [AC] et [BD] ont le même milieu.

c) Soient  x et y deux nombres réels quelconques. Expliquer pourquoi les deux propositions  P : « 
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 » ne sont pas équivalentes.
Exercice 1 - On admet pour cet exercice l’équivalence citée dans l’exemple a) ci-dessus. 

En l’utilisant : 

a) démontrer l’égalité : 
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 ;
b) démontrer que pour x  réel  tel que x ( 1, alors : 
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 ; en déduire que le nombre  S =  EQ \s\do2(\f(1; ( +  EQ \r(3))))
 +   EQ \s\do2(\f(1; ( +  EQ \r(5))))
 + … +  EQ \s\do2(\f(1;(  +  EQ \r(81))))
 est un nombre rationnel.

Remarque : utiliser la définition de l’équivalence n’est cependant pas l’unique moyen de résoudre ces questions.   

Exercice 2 – Pour cet exercice on admet encore l’équivalence citée dans l’exemple a) ci-dessus.
Soient quatre réels a, b, c et d tels que b (0, d ( 0  et 
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L’égalité 
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 est elle équivalente à l’égalité 
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Attention - L’équivalence est loin d’être seulement un signe d’écriture. En effet, considérons par exemple le cas d’une fonction  f  définie sur R vérifiant pour tout x : « 
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 ». La présence du symbole d’équivalence donne le signe de la fonction sur chacun des intervalles 
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, et pas seulement sur le premier d’entre eux.  
Remarque : l’écriture x ( 3  n’a pas de sens car x et 3 ne sont pas des propositions. Egalité et équivalence ne sont pas les mêmes notions.

Propriété  - Soit P, Q et R trois propositions telles que  P ( Q  et Q ( R ; alors on a : P ( R.

Exercice - Soit a, b, c et d  quatre réels  tels que b ( 0, d ( 0 et 
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Démontrer que 
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Cette propriété sera  surtout très utile dans les résolutions d’équation ou d’inéquations (voir dans la deuxième partie). 

Attention : dire que deux propositions P et Q sont équivalentes ne veut pas dire que les propositions P et Q sont vraies.

En effet, par exemple, si l’on veut comparer pour un réel x strictement positif , les quotient 
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sont vraies et se justifient assez facilement. Cependant, lorsque 
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 » n’est vraie. 
B)   Deuxième définition de l’équivalence

 Définition 2 -  Soient P et Q deux propositions ; P et Q sont dites équivalentes lorsque les implications  « P ( Q »  et « Q ( P » sont vraies toutes les deux.

Exemples  - Voici des équivalences vraies. Enoncer oralement  les deux implications vraies pour chacune des équivalences. 
a) Soient A et B deux réels. 
[image: image870.wmf]0
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b) Soient A et B deux points distincts du plan et M un point du plan. 

M appartient au segment [AB] si et seulement si  AM + MB = AB.
c)    Soient A, B et C trois points. A, B et C sont alignés  ( (AB) et (AC) sont parallèles.
d)   (Réservé à la classe de Terminale, enseignement de spécialité).  

      Enoncer le théorème de Bézout. S’agit-il d’une équivalence ? Et le théorème de Gauss ? 

C)   Comment démontrer qu’une équivalence est vraie ou qu’elle est fausse ?
· Pour montrer qu’une équivalence est vraie, suivant les situations, on peut soit procéder en deux étapes (une pour chacune des deux implications), soit en une seule directement. C’est  seulement l’usage et la réflexion qui permettent de savoir comment faire.

· Pour montrer qu’une équivalence du type
[image: image873.wmf]PQ
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est fausse, soit on cherche un contre exemple pour prouver par exemple que P est vraie et Q est fausse, soit on montre qu’une des deux implications « 
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 » ou « 
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Exercice 1 – Dans chaque ligne du tableau suivant, on donne chaque fois, deux propositions P et Q. On demande de justifier ou d’infirmer soit par un contre exemple, une démonstration ou des connaissances antérieures le fait que P et Q soient équivalentes. Dans certains cas, on pourra pour le contre exemple se contenter d’un dessin.

	Conditions d’application
	Proposition P
	Proposition Q

	A et B deux points distincts du plan et M un point du plan
	MA =MB
	M milieu de [AB]

	Soit n un entier naturel
	n est pair
	n2  est pair

	A, B, C et D est un quadrilatère du plan
	ABCD est un losange
	Les diagonales sont perpendiculaires

	A, B, C et D sont quatre points du plan
	 EQ \o(AB;\s\up10(®)) =  EQ \o(DC;\s\up10(®))
	 EQ \o(AC;\s\up10(®)) =  EQ \o(AB;\s\up10(®)) +  EQ \o(AD;\s\up10(®))

	Pour tout n entier naturel, une suite 
[image: image876.wmf]()
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vérifiant Un+1= f(Un) est à valeurs dans un intervalle I stable par f
	(Un) est croissante
	f est croissante sur I

	f et g sont deux fonctions définies et dérivables sur  un intervalle I
	f(x) ( g(x) 

pour tout x de I
	f ’(x) ( g’(x)
 pour tout x de I

	f et g sont deux fonctions continues sur [0 ;1]
	f(x) = g(x)
pour tout x de [0 ;1]
	 EQ \i\in(0;\s\up15(\d\fo3()1);)f(x)dx  =  EQ \i\in(0;\s\up15(\d\fo3()1);)g(x)dx

	 Soit une droite d et un plan p de  l’espace
	d  est perpendiculaire à p
	d  est orthogonale à deux droites sécantes de p

	Soit deux plans de l’espace
	Les deux plans sont perpendiculaires
	Toute droite de l’un est orthogonale à toute droite de l’autre


Exercice 2 - Démonstration de certaines équivalences
1) Démontrer que f est une fonction affine si et seulement si le taux d’accroissement de f  est constant.

2) On suppose connu que I est le milieu de [AB] ssi 
[image: image877.wmf]AIIB
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Démontrer  alors que : I est le milieu de [AB]  ssi pour tout point M : 
[image: image878.wmf]2
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3) Soient A et B deux évènements d’un espace probabilisé . Démontrer que A et B sont indépendants  si et seulement si les événements contraires  EQ \x \to(A)et  EQ \x \to(B)le sont.

4) Soient A, B, C trois points du plan complexe d’affixes respectives a, b, c. On pose 
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. Démontrer que ABC est équilatéral direct  ssi  
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5) Soient A, B, C, G quatre points du plan ou de l’espace. Démontrer que G est le barycentre  du système {(A,2), (B, 1), (C,1)} ssi pour tout point M de l’espace (ou du  plan), on a l’égalité : 
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6) ABC est un triangle et (AA’) la hauteur issue de A. Démontrer que M appartient à (AA’) ssi 
[image: image882.wmf]..
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7) Soient A, B, C, D quatre points du plan. Montrer que les segments [AB] et [CD] ont le même milieu si et seulement si pour tout point P du plan, 
[image: image883.wmf]PAPBPCPD
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Exercice 3 
1) Soient A et B deux points distincts du plan et I le milieu de [AB]. Démontrer le théorème dit de la médiane : pour tout point M du plan, 
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2) Soit ABC est un triangle et A’, B’, C’ les milieux respectifs des côtés [BC], [AC], [AB], et G le centre de gravité du triangle ABC.  Démontrer en utilisant la question 1) dans des triangles bien choisis que 
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Deuxième partie - L’équivalence  pour résoudre équations et inéquations
A)   Troisième définition de l’équivalence

Définition 3 - On dit  que deux équations ou deux inéquations ayant le même ensemble de définition sont équivalentes lorsqu’elles ont le même ensemble de solutions.

L’utilité de cette définition peut se marteler ainsi : on peut remplacer une équation (ou une inéquation) qu’on ne sait pas résoudre a priori par une équation (ou une inéquation) équivalente que l’on sait résoudre.

Propriété admise

On obtient une égalité (ou une inégalité) équivalente à une égalité (ou une inégalité) dans les cas suivants :
· on remplace une expression par une expression  qui lui est égale ; 
· on transpose un terme de l’égalité ou de l’inégalité dans l’autre membre ;
· on multiplie ou divise les deux membres de l’égalité  par un même nombre non nul ; 
· on multiplie ou divise les deux membres d’une inégalité par un même nombre strictement positif ;
· on multiplie   ou divise les deux membres d’une inégalité par un même nombre strictement négatif en changeant le sens de l’inégalité ;
· on utilise des équivalences écrites dans le cours ; en voici quelques exemples : « 
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Mise en garde avec les inéquations 

On ne peut pas multiplier ou diviser les deux membres d’une inégalité par un nombre dont on ignore le signe. Ainsi, par exemple, pour résoudre dans R l’inéquation 
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, on ne peut pas multiplier les deux membres par 
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L’équivalence nous ramène donc à un problème de signe d’une expression, ce que nous savons faire en exprimant le terme de gauche sous la forme d’un quotient, puis en faisant un tableau de signes.

Exercice - Soit à résoudre dans R l’équation : 
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Nicolas propose la résolution suivante : (1) 
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Sophie, quant à elle, a tracé avec sa calculatrice deux courbes de fonctions.  Lesquelles ?  Et elle annonce  qu’elle pense qu’il y a  deux solutions à l’équation. Alors ? Qui a raison ? 

Exercice – que dire de la « résolution » suivante ?
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B) Avec des fonctions ? En route pour la notion de sens de variations ou de bijection.

On peut se demander s’il y a équivalence quand on applique une même fonction à chacun des termes de l’égalité ou de l’inégalité. L’exercice qui suit constitue une première approche sur cette question.
Exercice

Dans chaque ligne du tableau suivant, deux propositions P et Q sont proposées sous la forme d’une égalité ou d’une inégalité sur un domaine d’étude fixé. Il s’agit de déterminer si ces propositions sont équivalentes en utilisant une propriété d’une certaine fonction  f. On pourra répondre à la question en explicitant une fonction f « de référence » et en faisant appel à sa représentation graphique.
À titre d’exemple, dans la première ligne, on pourra considérer la fonction « carré », définie pour tout réel x par : 
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	Domaine d’étude
	Proposition  P
	Proposition  Q
	Fonction  f et sa représentation 

graphique
	P et Q sont-elles équivalentes ?

	R
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Conclusion : quand une fonction « intervient », tout ne se passe pas forcément aussi bien qu’au A). (Le cas de la fonction affine non constante est cependant réglé dans le A). Pourquoi ?).  En général, on raisonnera sans risque par équivalence dans le seul cas où  f a certaines bonnes propriétés.

Troisième partie - L’équivalence en géométrie

A) Propriétés caractéristiques

Voici un exemple dans le cas du  parallélogramme.
Soit P une proposition ; P est dite  propriété caractéristique du parallélogramme si l’équivalence suivante  est vraie : « ABCD parallélogramme 
[image: image908.wmf]P
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est vraie »
Exercice - Parmi les propriétés suivantes, quelles sont celles qui sont caractéristiques du fait qu’un quadrilatère ABCD est un parallélogramme ?

a) 
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 ;      b) 
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Remarque : L’utilisation d’une  propriété caractéristique plutôt que d’une autre dépend du contexte et des hypothèses du problème mais entre plusieurs possibilités, on privilégiera l’emploi des plus « économiques » en terme de temps. Adopter le meilleur choix est souvent révélateur d’une bonne maîtrise des notions.

Ainsi, dans les propriétés ci dessus, l’une est caractéristique mais son utilisation est à proscrire, car elle s’avère trop lourde. Laquelle ?

Exercice - Parmi les propriétés suivantes, quelles sont celles qui sont caractéristiques du fait qu’un quadrilatère ABHD est un rectangle ?

a)  [AH] et [BD] ont la même longueur ;
b)  
[image: image915.wmf]ABDH
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et (DH) et (BH) sont perpendiculaires ;
c) 
[image: image916.wmf]ADHB
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 et les diagonales sont d’égale longueur ;

d) le quadrilatère ABHD a deux angles droits ;

e) le quadrilatère ABHD  a trois angles droits ;

f) le quadrilatère  ABHD a quatre angles droits.

B) Problèmes de lieux 
L’équivalence, quand son utilisation est possible, dans les problèmes de lieux, présente l’avantage de ne pas avoir à se poser la question de la réciproque. Trouver le lieu se fait alors directement en une  seule étape.  
Exercices
1) Soit A et B deux points du plan tels que 
[image: image917.wmf]4
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, et I le milieu de [AB]. Déterminer le lieu des points M tels que 
[image: image918.wmf]22
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. On pourra utiliser le théorème de la médiane cité plus haut.

2) Soit A, B, C trois points deux à deux distincts du plan ou de l’espace. Déterminer le lieu des points M tels que 
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3) Même question avec l’égalité : 
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Remarque : tous les problèmes de lieux ne peuvent pas se résoudre par équivalence. 

Quatrième partie - L’équivalence un pont entre différentes branches des mathématiques.
L’équivalence  permet quelquefois  un changement de cadre qui nous transporte dans un contexte différent où l’on trouve plus facilement la solution au problème. 

A) La notion de valeur absolue

La valeur absolue est une notion dont l’utilisation dans un champ algébrique peut s’avérer rapidement complexe. L’équivalence nous transporte dans un contexte géométrique dans lequel la résolution  gagne en simplicité donc en faisabilité.
Exercice - Prérequis : on rappelle que si A et M sont deux points d’abscisses respectives 
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En utilisant ce  prérequis, résoudre les équations et inéquations suivantes : 

(1)  
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B) Un lien entre Géométrie et Arithmétique

Exercice – Dans un repère orthonormal, déterminer les points à coordonnées entières de la courbe  d’équation : 
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L’utilisation  possible d’équivalence va permettre de se transporter dans un cadre arithmétique (divisibilité) pour résoudre le problème.

C) Un lien entre Géométrie et équations ou inéquations.

1. Equation d’une courbe

Soit 
[image: image928.wmf](,)
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 un point du plan  et C une courbe dans le plan. On dit que 
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 est une équation de la courbe C si l’équivalence suivante est vraie pour tout point M du plan : 
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Exercices
1) Le point 
[image: image932.wmf](3,2)
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 est il sur la droite d’équation  
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2) Déterminer le réel m tel que le point 
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3) Déterminer le (ou les) m tel(s) que le point 
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 soit sur le cercle d’équation : 
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2. Position relative de deux courbes

Soient  f et g deux fonctions définies sur un intervalle [a ; b] et Cf et Cg leurs représentations graphiques respectives dans un repère du plan. Alors : 

Cf est au dessous de Cg sur [a ; b] ( pour tout x de [a ; b], 
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                                                                      ( pour tout x de [a ; b], 
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L’équivalence permet de se ramener à l’étude du signe de 
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, donc à la résolution d’une inéquation.  
Exercice - Etudier les positions relatives des courbes des deux fonctions F et G, définies sur R par : 
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