OLYMPIADES 2012 - Eléments de solution

Exercice 1 - National — Nombres digisibles

1. Les nombres possibles sont: 12, 15, 24, 36, 48.

2. Le nombrel248 convient.

3. Soitn un entier digisible s’écrivant avec un 5.

a)

b)

c)

d)

a)

b)

c)

Si le nombre est divisible par 5, son chiffre degés est 0 ou 5. Or un nombre digisible ne peuteartr 0
(division impossible). Donc un nombre digisible tarant 5 admet 5 comme chiffre des unités.

Puisque le nombre se termine par 5, il est implainc tous ses chiffres sont impairs.

Tous les chiffres étant distincts, il y a au pliumachiffres {1, 3, 5, 7, 9}. Si ces cinq chiffrésaient présents,
le nombre serait divisible par 3, ce qui est imjjmescar la somme des chiffres ne 'est pas.
Donc le nombre s’écrit avec au plus quatre chiffres

Si le nombre commence par 9, comme il se termin® pla seule possibilité pour les deux autres{Es3} en
raison de la somme de chiffres.
Le nombre 9315 convient, et c'est le plus grand.

Soitn un entier digisible quelconque.

Le nombre s’écrit avec au plus neuf chiffres pdini2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}.

S'il contient le 5, il s’écrit avec au plus quatt@ffres d’aprés 3.

Supposons qu’il ne contienne pas le 5 ; il s'&@bwitic avec au plus huit chiffres.

- s'ilcontient le 9, il ne peut s’écrire avec huiiffres exactement, car dans la liste {1, 2, 3,47, 8, 9}, la
somme des chiffres est 40 ; il s’écrit donc aveplas sept chiffres ;

- s'il ne contient pas le 9, alors il s’écrit ausgt@aau plus sept chiffres.

Si le nombre digisible de sept chiffres contiemt @as 5, les six autres chiffres sont a choisirlddiste {1, 2,
3,4, 6,7, 8} La seule possibilité est d'éterle
Donc les chiffres sont {1, 2, 3, 6, 7, 8, 9}.

Essayons 9 comme premier chiffre. Pour que le nersbit divisible par 1, 2, 3, 4, 6, 9, le plus petiiffre

des unités est 2.
Quelques essais donnent le plus grand : 9 867 312.
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Exercice 2 - National — Points aléatoires dans urigure

Partie |
1. L’ensemble cherché est le segment [UV], interseatie la médiatrice de
[OA] avec le disque.
2. L’ensemble cherché est la portion de disque ddigmn[UV] contenant O, \
privée du segment [UV]. ox + A
3. La probabilité cherchée est 'aire de la régiorcpdiente divisée par celle du /
disque.
L'aire de la région es?—n R +—1\/§ R?, la probabilitég +£= 0,805.
3 4 3 4n -
Partie Il
1. Toutes les probabilités sont les rapports des aidle du rectangle.
La probabilité cherchée est égal%a
2. D c
a) L’ensemble cherché est le segment [BW] intersedi®ia
bissectrice de I’angle,@\c avec l'intérieur du rectangle.
b) L’ensemble cherché est la portion du rectangledetitre
[BW] ne contenant pas O. 0
c) Laire de la région est 72 éma probabilité est égale & 0,3.
A B
. . — —— D c
3. On trace les bissectricedj et d, des anglesABC et BAD ,
la médiatrice d, du segment [BC]. La région concernée ¢
le trapéze limité pax,, d,, d, et [AB], son aire est égale ¢
84 cnf.
ds o
La probabilité cherchée esz% =0,35. ,
2 d1
4. La médiatrice de [OE] coupe le rectangle en [IH.région N <
concernée est le trapéze ADJI, d’aire 6G.cm
La probabilité cherchée est 0,75.
e}
E,
A | B
A\
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5. On trace les quatre médiatrices des segments [C ]
[OB], [OC], [OD]. La région concernée est I'hexagor | rd E /
limité par ces quatre droites et les cotés [AHC]. ) / \ p

Le rectangle APOQ, de diagonale [AO] dont deux €61 .
sont portés par (AB) et (AC) est coupé en de o LY. °
guadrilateres AFNO et FPON de méme aire par 7N
médiatrice de [AO]. Il en est de méme pour lesstrc - ; |

autres rectangles analogues.

La probabilité cherchée est égale a 0,5. A
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Exercice 3 - Académique — Le tour de magie

Avec 2012, le premier reste est 5, le deuxiemd est
5-4=1, donc le chiffre supprimé est 1.

Le nombre choisi est 2598.

Si 'on admet un nombre avec 0, et si le nombreienh9, les deux restes sont égaux que I'on sapple 0 ou le
9, et I'on ne sait pas si le chiffre supprimé estu09. Exemple : avec 2019, le reste est égalid@ssupprime 0
ou9.

Notons respectivement d, u les nombres de centaines, de dizaines, d'unitémodhbre.
La preuve repose sur I'égalité suivante :
10c+ 1@ +u= 9¢+c+d+u= 9(1d+d yc+d+u.

On notea, b, c les trois chiffres du nombre, écrits dans ceterdr
La question précédente nous autorise a considéesamhme des trois chiffres.
Par exemple pour retrouveron écrit :a+b+c=9xq+r,, puisa+b=9x%q, +r,.

Onentire :c=9x(q, —q,)+r,—r,.

CommeO<c<9et-9<r-r,<9,0nentre-9<9x (g, -q,)<18. Doncg,-q,=0o0uq —q,=1.
- 1%cas:r =r,. Puisquec# 0 par hypothése, on en déduit que 9.
2éme

cas:r, >r,, soitr,—r, >0. Dans ce cas, —q, =0, sans quot serait supérieur & 9. D'oé=r, —r,.

3*™cas :r, <r,, soitr, —r, <0. Dans ce casy, -, =1, sans quog serait négatif.

Finalement,c=9+r, —r,.
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Exercice 4 - Académique Série S — Drole de distance
Quelques généralités
a) d(0,A)=8, d(0,B)=d(0,C)= €, d(A,B)=d(B,C)=8, d(A,C)=10.
b) d(M,N) =[x=x'|+]y-y’|.

c) d(M,N) ala méme parité quex—x")+(y-y") . PosonsP(x"y").
d(M,P) ala méme parité quex—x") +(y-y") etd(N,P) ala méme parité que<"—x") +(y"-vy" .
La somme de ces deux nombres est égale au pré&8nies deux nhombres sont pairs ou impairs tousées,
la somme est paire, s'ils ont des parités diff@@ena somme est impaire. Le résultat en découle.

Cercle

a) Le cercle de centre O, de rayon 6.

b) Le cercle contienér points.

Médiatrice d’un segment
a) La médiatrice de [OA] b) La médiatrice de [AC] c) La médiatrice de [OB]

d) Si M appartient a la médiatrice du segment [IJ]Jaah(M, 1) =d(M, J) . Ces deux nombres sont soit pairs soit

impairs tous les deux, donc on aurait parmi leis iigstances soit trois nombres impairs, soit uminie pair et
deux impairs. C'est impossible d'aprés 1. c).

Donc, sid(l,J) est impair, la médiatrice du segment [IJ] estd&mnble vide.
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Exercice 4 - Académique Séries autres que S — Paedgjcolore

Il'y a quatre fagcons de disposer le carreau dehgaymiis deux facons de disposer celui de droite.

Il'y a 8 facons de disposer les carreaux sur lejgre ligne.
Ensuite il y a 2 fagons de disposer le carreaussralgauche, puis une seule fagon de disposermredearreau.
Au total : 8x 2= 16 dispositions possibles.

Il'y a 4 fagons de disposer le premier carreaws pufacons pour chacun des suivants, soit au #otal” °**facons,
ou encore2?°® facons.

La surface rectangulaire

a)

b)

Il'y a 2% fagons de disposer les carreaux sur la premiéme.lig

Ensuite, pour chacune des 15 lignes, il y a 2 fagiandisposer chacun des carreaux de la premikneneo

La premiere ligne et la premiére colonne étantefsxél n’y a plus qu’une seule facon de disposeickreaux
restants

Le nombre total de dispositions est ddc x 2*°, soit 2°.
Remarque : avem lignes et colonnes, le nombre de dispositions &st™ .

Pour que le bord de ce rectangle soit blanc, lenfmecarreau (du coin en haut a gauche) doit étre
disposé pour que son bord supérieur et son borchgaoient tous les deux blancs :

Chaque carreau suivant de la premiere ligne etaderémiere colonne ont alors une disposition
imposée par les contraintes.

Il 'y a donc qu'une seule disposition de la pramiégne et de la premiére colonne donc, en ragonn
comme dans la question 4.a), une seule dispositianaximum de I'ensemble des carreaux.

Il reste a vérifier que la derniére ligne vérifiemles contraintes. C’est le cas avec 16 lignesiecserait pas le
cas si le nombre de lignes était impair.
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