OLYMPIADES ACADEMIQUES DE MATHEMATIQUES
CLASSE DE PREMIERE

SESSION 2012

SUJET RESERVE AUX CANDIDATS DE LA SERIE S

DUREE : 4 heures.

Le sujet comporte 4 pages numérotées de 1/4 a 4/4.
Les quatre exercices sont indépendants. Les catmda sont autorisées.
Recommandations :
- Il est important d’argumenter les affirmations.
- Méme si la solution n'est pas compléetement abolgiesandidat est invité a décrire sa
démarche ; un résultat, méme partiel, sera valorisé

EXERCICE 1 (National) - NOMBRES « DIGISIBLES »

On dit qu’'un nombre entier edigisible lorsque les trois conditions suivantes sont \é&zi:
* aucun de ses chiffres n’est nul ;
» il s’écrit avec des chiffres tous différents ;
» il est divisible par chacun d’eux.

Par exemple,
» 24 estdigisiblecar il est divisible par 2 et par 4 ;
e 324 estdigisiblecar il est divisible par 3, par 2 et par 4 ;
* 32 n’'est pagligisiblecar il n'est pas divisible par 3.

On rappelle qu'un nombre entier est divisible pasi3et seulement si la somme de ses chiffres est
divisible par 3.

1. Proposer un autre nomhbdaisible a deux chiffres.

2. Proposer un nombuigisiblea quatre chiffres.

3. Soitn un entierigisible s’écrivant avec un 5.
a) Démontrer que 5 est le chiffre de ses unités.
b) Démontrer que tous les chiffres mlsont impairs.
c) Démontrer qua s’écrit avec au plus quatre chiffres.
d) Déterminer le plus grand entidigisible s’écrivant avec un 5.

4. Soitn un entiedigisible quelconque.
a) Démontrer qua s’écrit avec au plus sept chiffres.
b) Sin s’écrit avec sept chiffres, dont un 9, détermlasrchiffres den.
c) Déterminer le plus grand entiéigisible
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EXERCICE 2 (National) — POINTS ALEATOIRES DANS UNE FIGURE

Rappels

* On appelledistance entre un point M et une droite D) la
distance MH, ou H est le point d’intersection d& @vec la
droite perpendiculaire ] passant par M.

» Dans la figure ci-contre, si le rayon du disqueRest si I'angle
du secteur angulaire grisé mesur@n degrés), alot&ire de la

2
portion de disquehachurée vau?;Toa .

Dans la partie Il de I'exercice, on considereraligtance d’un point
M aun segment [BC]Jcomme étant la distance du point M a la dro
(BC).

délimité par ce cercle.

Partie | —
Soit (C) un cercle de centre O, A un point de ce cerclgte disque \

x A
1. Reproduire la figure, et représenter I'ensemble p@sts du disque | . )
équidistants de O et de A.

2. Hachurer I'ensemble des points du disque plus m®de O que de
A.

3. Soit M un point déterminé aléatoirement de manégngprobable sur la surface du disque D.
Quelle est la probabilité que M soit plus prochexdgue de A ?

Partie Il D c
Soit ABCD un rectangle de longueur AB = 20 cm et de
largeur BC = 12 cm, de centre O.

Soit E un point situé a l'intérieur du rectangleoghe

de A, a 2 cm de chaque bord (comme sur la figure ci 0
apres, qui n’est toutefois pas a I'échelle).

Soit M un point déterminé aléatoirement de maniere +
équiprobable a I'intérieur du rectangle ABCD.

A

1. Quelle est la probabilité que M soit plus prochecdté [BC] que du cbté [AD] ?
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2. a) Reproduire le rectangle, et représenter I'ensends@e points intérieurs au rectangle et
equidistants des cotés [AB] et [BC].
b) Hachurer 'ensemble des points intérieurs au rgpgaet plus proches du coté [BC] que du coté
[AB].
c) Quelle est la probabilité que M soit plus prochecdté [BC] que du coté [AB] ?

3. Quelle est la probabilité que M soit plus prochecdié [AB] que des trois autres cétés [BC], [CD]
et [DA] ?

4. Quelle est la probabilité que M soit plus prochédgue de E ?

5. Quelle est la probabilité que M soit plus proch&®dgue des quatre sommets A, B, C et D ?

EXERCICE 3 (Académique) — LE TOUR DE MAGIE

On se propose d’étudier le tour d'illusionnistevsinit.

Le magicien demande a un spectateur de choisirommbre d’au moins trois chiffres et de lui
donner le reste de la division euclidienne par eeombre. Il lui demande ensuite d’éliminer
secréetement un des chiffres (non nul) du nombrésihae diviser le nombre obtenu par 9 et de lui
communiquer le reste. Le magicien annonce alothifére qui a été supprimé.

Le magicien utilise I'algorithme suivant :

— siles deux restes sont égaux, le chiffre suppastéde 9 ;

— sile second reste est inférieur au premier, l#rehsupprimé est la différence des deux restes ;

— sinon, le chiffre supprimé est la somme du premaste et de 9, a laquelle on retranche le
second reste.

1. Emile choisit le nombre 2012. Il décide de suppriteel. Décrire le déroulement du tour de
magie dans ce cas en détaillant les calculs.

2. Emile choisit un nombre a quatre chiffres donielste de sa division par 9 est 6 :
- lorsqu’il supprime le chiffre des milliers, il obtit 4 comme second reste ;
- lorsqu’il supprime le chiffre des centaines, iliebt 1 comme second reste ;
- lorsqu’il supprime le chiffre des dizaines, il asit 6 comme second reste ;
- lorsqu’il supprime le chiffre des unités, il obtithcomme second reste.
Quel est le nombre choisi par Emile ?

3. Pourquoi le magicien demande-t-il au spectateuned@as supprimer un zéro dans le nombre
gu’il a choisi ? On pourra illustrer la réponseagdie d’'un exemple.

4. Démontrer, pour un nombre a trois chiffres, I'affation suivante :
« Lorsque I'on divise un nombre par 9, le resteenbtest le méme que lorsque I'on divise la
somme des chiffres de ce nombre par 9. »
On admet désormais que ce résultat reste valahle fout nombre entier.

5. Démontrer que pour un nombre de trois chiffredgtiathme du magicien renvoie toujours le
bon résultat.
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EXERCICE 4 (Académique) — DROLE DE DISTANCE

Dans le plan muni d’'un repere orthonormal, on tracees les droites d’équation=met y=n

pour tous les entiers relatifisy et n, et on considére le réseau formé de tous leuratpoi
d’intersection. Ce réseau est donc constitué ds tes points du plan ayant des coordonnées
entiéres. On définit la distance entre deux polest B du réseau comme la plus courte distance
reliant ces deux points, si I'on suit les lignexc#es. On la notd(A, B) .

On considere les poin® (0,0), A(8,0), B(3,3), C(2,-4).

1. Quelques généralités

a) Vérifier que d (A, B) =8, puis calculer les autres distances mutuelleedeas points O, A,
B, C.

b) Si M(x, y)et N(x', y)sont deux points du réseau, exprintdM, N) en fonction de, x',
y, y'. En déduire que la distance entre deux point€seau est un nombre entier.

c) Soit M, N et P trois points du réseau. Montrer gpagmi les trois nombresl(M,P),
d(P,N) etd(M,N) :
- soit il y a trois nombres pairs ;
- soitil y a un nombre pair et deux nombres inmgai

2. Cercle
Si | est un point du réseauretin entier strictement positif, le cercle de cehiede rayom est
'ensemble des points M du réseau tels dgeM) =r. On le note c (Ir).
a) Montrer que les points B et C appartiennent a &jOpuis représenter ce cercle.
b) Combien de points y a-t-il sur un cercle de ray@n

3. Médiatrice d’'un segment

Soient | et J deux points du réseau. La médatiu segment [IJ] est 'ensemble des points M

du réseau tels queé(M, 1) =d(M,J).

a) Dessiner les points de la médiatrice du segment] [@ht I'ordonnée est comprise entre
-6 et 6.

b) Dessiner les points de la médiatrice du segmeni fla@t I'ordonnée est comprise entt@®
et4.

c) Dessiner les point de la médiatrice du segment [@@]t I'abscisse et I'ordonnée sont
comprises entre-3 et 6.

d) Que peut-on dire de la médiatrice du segmk}jt §i d(l,J) est impair ?
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