Quadrilatéres possédant un cercle inscrit :
Calcul du rayon de ce cercle.

Dans ce devaoir, on utilisera sans démonstratiothdereme suivant :

Un quadrilatere convexe possede un cercle ins@ttseulement si la somme des longueurs
de ses c6tés opposés est la méme pour les deuesalgpcotes opposes.

On s'intéresse dans ce qui suit a un quadrilat@neexe dont les longueurs des cbtés sont 6 ;
12 ; 18 et 12, ces longueurs étant énumérées srleans de parcourt du quadrilatére.
6+18 = 12+12, ce quadrilatére posséde donc uneciErstrit.

Les notations sont celles de la figure ci-contre.
OnaAB=6,BC=12;CD =18 et DA =12.

M, N, P et Q sont les points ou le cercle insit e
tangent aux cétés de ABCD.

On noter le rayon du cercle inscrit.
¢ Ce rayon peut prendre plusieurs valeurs.

Premiere situation: M est le milieu de [AB].

1) Montrer que si M est le milieu de [AB] alors Igsatre triangles OQA, OAM, OMB et
OBN sont isométriques. En déduire quTéTB = ABC.

2) Montrer que DAM et MBC sont isométriques. Enuiéelque M est sur la médiatrice de
[DC], puis que ABCD est un trapéze.

3) Montrer qu’alorsr =3/3.

Deuxiéme situation :

Cette situation est représentée sur
la figure ci-contre.

3) On rappelle que 9 < x <g

alorstanx=a <« Xx= arctam.

Montrer quea = 2arctar{£j
r



4) Montrer que si le quadrilatére ci-dessus estsxiptible et que I'on notele rayon du
cercle inscrit, alors est solution de I'équation :
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5) Montrer, a I'aide des formules d’addition desdtions sinus et cosinus,que :
tana + tanb

tan@+b)y=————.
l-taratarb

6) En déduire que :
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7) En déduire que
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8) En déduire que =/26.

Situation générale :

Un calcul semblable montre alors que

r=+4—-x24+6x+18 ou 0<x<6.

9) En déduire que 3v2 <r <3/3.

G+ 12-x¢



Connaissances utilisées
* Triangles isométriques.
 Formules d’addition des fonctions sinus et cosinus.
sinXx
e tanx=——.
COSX
e Variations d’une fonction du second degré.




